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NOTATIONS

Dans tout ce qui suit, n est un entier supérieur ou égal a 1. Si x = (xy,...,2,)
et y = (y1,...,y,) sont des éléments de R", on note

le produit scalaire euclidien de z avec y. On note aussi

n 1/2
o= (@) = (z )
j=1

la norme associée. Pour tout multi-indice a = (ay,...,a,) € N", on définit sa
norme 1 par
laly = a1+ + .

On notera aussi
=z apr, xeR", ae N

n

Pour tout k € N, €*(R") désigne 'espace des fonctions R® — C de classe €%,
tandis que
Te(R") = () €5 R")
keN

est l'espace des fonctions lisses, c’est-a-dire de classe €°°. L'espace €.(R"™) (resp.
€>(R"), €F(R")) est celui des fonctions de € (R") (resp. €< (R"), €*(R")) qui
sont & support compact. Si j =1,...,n, k € Net p € €%(R"), on note

o
ok o=
IJSO ax]’k

et plus généralement si p € € et a € N* avec |a; = k,

o, 0"
90 B axlal e al'nan

9 =00,
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4 NOTATIONS

L’espace 4;"(R") est I'espace des fonctions de classe €% dont toutes les dérivées
d’ordre < k sont bornées, c’est-a-dire

Er(R") = {p e C"R") : (0% < o0, a €N", |a|; < k}.
Ici on a noté, pour toute ¢ € € (R"),

[¢lloe = sup [sp].
Rn

On note encore G°(R™) = ), ¢F(R") et 6,(R™) = €2(R™). Pour tout p € [1, 0]
on notera LP(R™) I'espace de Lebesgue d’exposant p, et on note |- || r(rn) la norme
associée. Si p = 2, cette norme est issue du produit scalaire

(f, gz = / f(@)g(@) e, [ € LX(RY),



INTRODUCTION

Ces notes sont celles d'un cours d’analyse de Fourier dispensé a Nantes Uni-
versité pendant la période 2023-2026. Ces notes sont organisées comme suit. Au
chapitre 1, on rappelle quelques résultats d’analyse complexe qui seront utiles
dans la suite. Au chapitre 2 on introduit la transformation de Fourier sur L!,
puis on montre la formule d’inversion et on étend la transformation de Fourier a
L?. On énonce quelques applications au chapitre 3; on montre notamment que
les zéros non triviaux de la fonction zéta de Riemann ont une partie réelle stric-
tement comprise entre 0 et 1. On aborde la théorie des distributions au cha-
pitre 4. Enfin au chapitre 5 on résout dans l’espace des distributions certaines
équations d’évolution provenant de la physique (équation de la chaleur, équation
de Schrodinger, équation des ondes).
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CHAPITRE 1

RAPPELS D’ANALYSE COMPLEXE

Dans ce chapitre, nous énoncons quelques résultats classiques concernant les
fonctions holomorphes qui nous seront utiles dans la suite. Nous renvoyons aux
références [5, 3] pour les démonstrations de ces résultats.

SOMMAIRE
1.1 Fonctions holomorphes . . . . . . . ... .. ... ... ...... 7
1.2 Résidus . . . . . . e 8
1.2.1 Fonctions méromorphes . . . . . . ... .. ... .. ... 8
1.2.2  Théoreme des résidus . . . . . . .. ... ... ... .... 9
1.3 Holomorphie a parametres . . . . . .. .. . ... ... ... .. 11
1.3.1 Holomorphie sous le signe intégral . . . . . ... ... ... 11
1.3.2 Théoreme de Montel . . . . . ... ... ... ....... 12

1.1 FONCTIONS HOLOMORPHES

DEFINITION 1.1.1. Soit U C C un ouvert. Une fonction f : U — C est dite
holomorphe sur U si elle est dérivable au sens complexe en tout point de U ; cela
signifie que pour tout z € U, il existe un nombre complexe a € C tel que

f(z+h) = f(2) +ah + o(h)
quand h — 0. On note alors f'(z) = a.

Une propriété fondamentale des fonctions holomorphes est qu’elles sont infini-
ment différentiables, et méme analytiques.
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8 CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE COMPLEXE

THEOREME 1.1.2. Soit f : U — C une fonction holomorphe. Alors f est analy-
tique ; pour tout ¢ € U et tout r > 0 tels que B((,r) C U on peut écrire

F2) =) an(z=Q)", |z=(l<m
n=0

ot la série entiére Y a,h™ a un rayon de convergence supérieur ou égal a .
Les coefficients a,, sont donnés par la formule intégrale de Cauchy,
1 f(z)dz
5 ) s GO
En particuler f est infiniment différentiable (au sens complexe), et on a

Q)

n!

n-

La propriété suivante est cruciale et nous dit que ’ensemble des zéros d’une
fonction holomorphe non nulle forme un ensemble discret.

THEOREME 1.1.3 (Principe de prolongement unique). Soit U C C un ouvert et
f,9:U — C deux fonctions holomorphes. Supposons que [’ensemble

{zeU : f(z) =y9(2)}

possede un point d’accumulation dans U. Alors f = g.

1.2 RESIDUS

1.2.1 FONCTIONS MEROMORPHES

DEFINITION 1.2.1. Soit U C C un ouvert. Une fonction méromorphe sur U est la
donnée d'un ensemble discret Z C U et d'une fonction holomorphe f: U\ Z — C
telle que, pour tout ( € Z, on a un développement

7 a5, (1.1)
— (2= ()

ou g(z) est holomorphe au voisinage de z = (. Le coefficient b; dans le développement
(1.1) est appelé résidu de f au point ( et est noté res, f.

DEFINITION 1.2.2. Si f : U — C est méromorphe, non nulle et ¢ € U, on appelle
ordre de f au point ¢, I'unique entier n = n(f,() € Z tel que f(s)(z — ()™ est
holomorphe et ne s’annule pas pres de z = (.
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EXEMPLE 1.2.3. Si f a un pole au point z = ¢ et qu’on a le développement (1.1),
alors n(f,() = —J. Si f s’annule a l'ordre J au point z = ( alors n(f,({) = J. Si

£(¢) # 0 alors n(f,¢) = 0.

Le résultat suivant nous dit qu’on peut retrouver I’ordre d’une fonction méromorphe
f au point ¢ comme le résidu de sa dérivée logarithmique au point (.

PROPOSITION 1.2.4. Soit f méromorphe au voisinage de ¢ € C, d’ordre non nul
n(f,¢) # 0 au point z = (. Alors

!/

U} n(f. ).

Démonstration. On écrit f(2) = (2 —¢)"V9g(2) avec g holomorphe prés de z = ¢
et g(¢) # 0. On a alors

f'(2) = n(f, )z =" g (2) + (2 = "V (2)

d’ou l'on tire

I n(f,Q) ¢
Lo =1L Ly
Puisque ¢(¢) # 0 on obtient bien res, —/ =n(f, () ]

1.2.2 THEOREME DES RESIDUS

THEOREME 1.2.5 (Résidus). Soit U C C ouvert et f une fonction méromorphe
sur U. Soit T : [0,1] — U une courbe fermée simple, de classe € par morceau,
orientée dans le sens anti-horaire, délimitant une région compacte €2 dont le bord
ne contient aucun pole de f. Alors

27rz/f dz-ZresCf
cen

EXEMPLE 1.2.6. (i) On utilise le théoreme des résidus pour montrer

/OSH;()dt >

Soient 0 < € < r < 00; on considere le contour d’intégration I' donné par la
figure 1.2.1 ci-dessous.

Notons que

" it it —& it
2z/ gdt /%dtz/ —dt+/ A
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FIGURE 1.2.1 — Le contour I

Ly

Puisque z — €% /2 est holomorphe sur le domaine délimité par I, le théoreme
des résidus nous donne 0 = fr %dz ce qui implique

smt e e
/ — —dz — —dz.
r. # r, <

Notons qu’on a, d’une part,

™ ’L'f‘e
/ rdf
629
ou on a utilisé le théoreme de convergence dominée. D’autre part,

/ e?z2dz = —i/ =’ dh = —im — @/ <ei5€w — 1) df — —ir.
3} 0 0 e—0

On obtient donc

t t
22'/ Sl%dt = 27 lim lim Slid
0

r
</ e—rsinﬁdg — O,
0

—dz
F'r z T—>00

r—o0 e—0

et la formule annoncée est démontrée.

On calcule ici Y7 Considérons la fonction g : C\ Z — C définie par

n= 1n2
T COSTZ

g(z) =z %cot mz = Zsnns ° ¢ 7.

La fonction g est méromorphe sur C et ’ensemble de ses poles est Z.
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Pour n € Z\ {0} on a

sinTz = sin(nm + (2 — n)7) = cos(nm)(z — n)m + O(z — n)?

d’ott l'on tire g(2) ~ n~%(z — n)~! quand z — n, d’olt res,, g = n~2.

Au voisinage de z =0, on a
1—(72)2/2 + O(z%) 1

cotmz = mz (1 — (712)2/6 + O(z%)) Tz (1 a

(n2)?

2

+ (’)(23)> :

Il suit que g(z) = 272 — w2271/3 4+ O(1) et donc resg g = —72/3.
En intégrant sur le contour I'y = 0C'y délimitant le carré

C —[—N—1N+1rc<c
N — 27 2 )

on obtient donc par la formule des résidus

/F g(2)dz = —7r2/3+22%. (1.2)

Notons que z +— cot mz est bornée sur I'y de sorte qu’il existe C' > 0 telle
que supp, |g| < CN~2 pour tout N > 0. Par suite

/ g(2)dz < CN2longueur(I'y) = 4CN?(N +1/2) — 0
I'n

quand N — oco. En prenant la limite dans (1.2) on obtient finalement

oo
1 w2

— =
—n 6

1.3 HOLOMORPHIE A PARAMETRES

On conclut ce chapitre de rappel par deux résultats utiles.

1.3.1 HOLOMORPHIE SOUS LE SIGNE INTEGRAL

THEOREME 1.3.1. Soit I C R un intervalle et U C C un ouvert. Soit f une
fonction I x U — C satisfaisant

(i) pour tout t € I, Uapplication z — f(t,z) est holomorphe sur U ;
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il eziste G : I — Ry intégrable telle que |f(t,2)| < G(t) pour toust € I et
zeU.

Alors Uapplication F : z — /f(t, z)dt est holomorphe sur U et on a
I

F(z) = /I 0.f(t,2)dt, =€l

ExXEMPLE 1.3.2. (i) La fonction I' définie par

['(2) :/ t*"le7'dt, Rez >0,
0

est holomorphe sur {z € C : Rez > 0}.

Pour tout a > 0 la fonction G, définie par
Golz) = / e et 2 eC,
R

est holomorphe sur C. On peut en déduire que

Galz) = \/gez2/4°‘, z € C. (1.3)

En effet, si z = i)\ avec A € R, on a

Go(i)) :/6’\t€—aﬁdt:/e/\t/‘/ae_tzdt:a_l/Qe/\z/%‘/e(tA/Q‘/a)th.
R R R
Cette dernicre intégrale vaut \/7/oce™ N4 Ainsi (1.3) est vérifiée pour
tout z € iR. Par principe de prolongement unique (cf. le théoreme 1.1.3),
cette formule est valide pour tout z € C.

1.3.2 THEOREME DE MONTEL

On a le pendant discret du théoreme 1.3.3.

THEOREME 1.3.3 (Montel). Soit U C C un ouvert et (f,) une suite de fonc-
tions holomorphes sur U qui converge localement uniformément vers f : U — C.
Alors la fonction f est holomorphe sur U et la suite (f]) converge localement
uniformément vers f’.

REMARQUE 1.3.4. En particulier, si (f,,) est une suite de fonctions holomorphes
sur U telle que la série de fonctions ) f, converge localement uniformément,
alors la fonction somme f =3 _y f, est holomorphe sur U.
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ExXEMPLE 1.3.5. La fonction ¢ de Riemann définie par

o)

¢(s) = Z%, Res > 1,

n=1
est holomorphe sur {s € C : Res > 1}. En effet, pour tout ¢ > 1 on a

|n_5‘ =n RS neN, Res>o.
En particulier la série de fonctions ) f,, ol f,(s) = n~*, converge normalement,
et donc uniformément, sur {s € C : Res > o}. Par la remarque précédente on
en déduit que ¢ est holomorphe sur {s € C : Res > o} pour tout ¢ > 1, donc
sur Cs; ={s € C : Res > 1}.
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CHAPITRE 2

TRANSFORMATION DE FOURIER

Dans ce chapitre, nous définissons la transformation de Fourier sur L!'(R™)
et nous énongons quelques propriétés de celle-ci. Nous démontrons la formule
d’inversion et étendons la transformation de Fourier en une quasi-isométrie de
L?*(R™). Des bonnes références pour ce chapitre sont [1, 4, 6].

SOMMAIRE
2.1 Transformation de Fourier sur L*(R™) . . . . .. . ... ... ... 16
2.1.1 Définition de la transformée de Fourier . . . . . . . .. .. 16
2.1.2  Exemples de calculs de transformées de Fourier . . . . .. 16
2.1.3  Produit de convolution sur L'(R") x L>®(R") . ... ... 19
2.1.4  Approximation de lidentité . . . .. ... ... ... ... 20
2.1.5 Propriétés de la transformée de Fourier . . . . . . ... .. 22
2.1.6 Lemme de Riemann—Lebesgue . . . . . ... .. ... ... 24
2.2 Formule d'inversion . . . . . .. ... oo 25
2.2.1 Transformée de Fourier d'une gaussienne . . . . . ... .. 25
2.2.2  Formule d’inversion de Fourier . . . . . .. ... ... ... 27
2.3 Transformation de Fourier sur L*(R™) . . . . .. . ... ... ... 29
2.3.1 Extension & L*(R™) . . . . . . . . ... 29
2.3.2  Principe d’incertitude de Heiseinberg . . . . . . . . .. .. 32
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2.1 TRANSFORMATION DE FOURIER SUR L!(R")

2.1.1 DEFINITION DE LA TRANSFORMEE DE FOURIER

DEFINITION 2.1.1. Soit f € LY(R™). La transformée de Fourier de f, notée f, est
I'élément de L*°(R™) défini par

flo= [ st cer

REMARQUE 2.1.2. Pour tout £ € R” on a | f(z)e™™¢| < |f(x)|. Ainsi le théoréme

de continuité sous le signe intégral implique que f € €(R"™) pour toute fonction
f e LYR").

DEFINITION 2.1.3. L’opérateur
F:L'R"Y = ER"Y), fef

est appelé transformation de Fourier.

-~

L’intuition derriere la transformée de Fourier est que le nombre f(£) est le
produit scalaire L? entre f et 'onde plane e¢ qui oscille dans la direction ¢ € R",
qui est définie par

e¢(r) =expiz-€, xR

En effet, on a

(fredizn = [ flaee@) do= | fla)e™tde = (&),

Si ce produit scalaire est élevé, cela signifie moralement que f oscille beaucoup
dans la direction €.

2.1.2 EXEMPLES DE CALCULS DE TRANSFORMEES DE FOURIER

Avant de présenter les propriétés de la transformée de Fourier, voyons quelques
exemples de calculs.

On veut calculer

EXEMPLE 2.1.4. Soit f(t) = e

o) = / F(tye M.
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Pour A € R on pose

e—i)\z e—i)\z
12 Goaery SECVE

r(z)

Supposons d’abord A < 0. Soit » > 1. En intégrant sur le contour I', =1',; UT', 5
donné par la figure 2.1.1 ci-dessous, le théoreme des résidus nous donne

2mires; o= | fa(z)dz = / fr(z)dz +/ fr(z)dz.

FIGURE 2.1.1 — Le contour I,

Fl,'r

On a res; fr = €/2i. Or, d’'une part

—it .

e
. f(z)dz = /m . +t2dt — f(N).

T—00

D’autre part, on a

/FT1 fa(z)dz

Il suit que f()\) = me. Si A > 0, on trouve en intégrant sur le contour conjugué
T, que f(A\) = me~*. On a obtenu

T—00

™ efi)\rcosee)\rsine ] ™ e)\rsine
57 ire?dd| < 5 rdd — 0.
0 14 r2e* g T —1

~

fA) =mexp—|A], AeR.
EXEMPLE 2.1.5. Soit f(t) = 1_q,5(t). Alors

1 .
Foo = [ s var= [ evar 2302

= 2sinc \.
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EXEMPLE 2.1.6. Soit f(t) = exp —t?. Soit A € R. On écrit
2t = (t+i)/2)° + \2/4
ce qui donne

f()\) = /etQ”Adt = 6A2/4/e(t+i)‘/2)2dt.

On note g : C — C la fonction définie par g(z) = exp —2z%. On se donne r > 0
et on considere C, = C, U Cy, U U3, U Cy, le contour donné par la figure 2.1.2
ci-dessous.

FIGURE 2.1.2 — Le contour C,

—r + i Cs.r r 4\
O4,T J}
oo

Comme la fonction g est analytique sur C, le théoreme des résidus donne
0= f(2)d=.
c,

D’abord, on a

/ g(z)dz:/ e dt — 3
Cl,r

_r r—00
Ensuite,
/ Q(Z)dz:/ e~ N qp [ (N2 g
Csr r r—oo Jp
Enfin on a

T—00

‘)\|/2 2 2 2 2
g/ e e ds <e Nt — 0
0

A2 .
/ e~ 97 g
0

/C o)
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et de méme |, Cin g(z)dz — 0 quand r — co. On a obtenu finalement
]?()\) _ ﬁe—A2/4 (t+1)\/2 \/_e_’\ /4

2.1.3 PRODUIT DE CONVOLUTION SUR L!(R") x L>*(R")

DEFINITION 2.1.7. Etant données deux fonctions f € LY(R") et g € L(R™), leur
produit de convolution f x g est donné par

(Fr9)@) = [ st

Le produit de convolution de deux fonctions L! et L™ est automatiquement
continu et borné.

PROPOSITION 2.1.8. Soit f € L'(R") et g € L>(R"). Alors le produit de convo-
lution f % g est une fonction continue et bornée sur R™.

Pour montrer la proposition, nous aurons besoin du lemme suivant.

LEMME 2.1.9. Pour a € R™ et p € [1,00] on note 7, : LP(R™) — LP(R")
lopérateur défini par

T =f(-—a), feL’[R")
Alors pour tout p € [1,00][ et tout f € LP(R™), Uapplication
R™ — LP(R™), aw— 7.f,
est continue.

Démonstration. Soit a € R™. Si f est continue a support compact, on a 7, f — 7, f
simplement quand b — a. Soit r > 0 tel que supp 7,f C B(0,7). Alors pour tout
be R"avec |b—a| <1,onasuppnf C B(0,r+1). On a alors

T f = Taf P < 27| flle1B0,041)
pour tout b tel que |b — a| < 1 et donc par convergence dominée on obtient
1/p
s = raflsn = ([ 1nf =mfl?) " = 0

Soient maintenant f € LP(R™) et € > 0. Par construction de l'intégrale de Le-
besgue, 6.(R") est dense dans LP(R™). Par suite, on peut choisir ¢ € %.(R") telle
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que ||¢ — fllrmny < €. Puisque 7,0 — 7, dans LP(R"), il existe 6 > 0 tel que
|7 — Ta||Lr(rny < € pour tout b € R™ vérifiant [b — a| < 6. On obtient alors,
pour |b—a| <4,

I7of = Taflle < I f — Tolle + |70 — Tapllze + [|Tap — TafllLr < 3e,
ou on a utilisé que pour tout ¢ € R" on a
|Te0 = Teflle = 1Tl — F)llr = lo — fllr <&
Ceci conclut la démonstration. O

Démonstration de la proposition 2.1.8. Soient f € L'(R"™) et g € L>°(R™). Alors
f * g est clairement bornée puisque

|(f +g)(@)] =

/n T‘mf(—y)g(y)dy' < gl fllz1-

Par ailleurs on a

(Frg)(@)—(F29)(9)] = \ [ = s

quand z — y par le lemme 2.1.9, ce qui conclut la démonstration. O

< Nlgllooll 7z =7—y) fll Lt = 0

2.1.4 APPROXIMATION DE L'IDENTITE
DEFINITION 2.1.10. Une approximation de lidentité est une famille de fonctions
. € €°(R"), ¢ €0, 1], satisfaisant les conditions
(1) [ ¢e(z)dz =1 pour tout € > 0;
(if) sup, [[ellLr@n) < 00;
(iii) pour tout 6 > 0, f|z‘>5 |pe(x)|dx = 0 — 0 quand € — 0.
EXEMPLE 2.1.11. Soit ¢ € €>(R") telle que [ ¢(z)dz = 1. Pour tout £ > 0 on

pose
ve(x) = e "p(x/e), x€R™

Alors (¢:)ee)o,] est une approximation de I'identité.

Les approximations de I'identité sont tres utiles pour approcher des fonctions
par des fonctions lisses.

THEOREME 2.1.12. Soit (¢:):cj,1] une approzimation de l'identité et f € L'(R™).
Alors p. * f € €°(R") et

w.xf— f dans L'(R™).

Si de plus f € €,(R™), la convergence a lieu localement uniformément.
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Un corollaire immédiat est le suivant.
COROLLAIRE 2.1.13. L’espace €2 (R") est dense dans LP(R™) pour p € [1, 00|

Démonstration. Le théoreme permet d’affirmer immédiatement que €>°(R") est
dense dans L'(R™). Soit maintenant p > 1 quelconque, f € LP(R") et n > 0. Par
densité de €,(R") dans LP(R"), il existe g € €.(R") telle que ||g — f||Lrmny < 7.
Soient maintenant ¢ € €>°(R") a support dans B(0, 1) et (¢.) une approximation
de l'identité donnée par I'exemple 2.1.11. Soit r > 0 tel que supp(g) C B(0,7).
Alors @, * g est supportée dans B(0,r+1). Par ailleurs, on a ¢.xg — ¢ localement
uniformément par le théoreme 2.1.12, donc la convergence . x g — ¢ a lieu
uniformément sur B(0,7 + 1). En particulier la convergence a aussi lieu dans
LP(R™) et donc si € > 0 est assez petit on a

loe x g = fllre@n) < ll0e * 9 = gllio@n) + lg = fllr@n) < 2n,
ce qui conclut la preuve. O

Démonstration du théoréeme 2.1.12. Pour tout a € N” et tous x,y € R” on a

|07 o< (z — y) f ()] < 10%e || o] £ ()]

Ainsi le théoreme de dérivation sous le signe intégral implique . x f € < (R").
D’autre part le point (i) de la définition 2.1.10 nous donne, pour tout 6 > 0,

/K%*ﬁuﬁ—ﬂ@sz/ﬁ/%m—yxﬂw—fuMde

</'wamuﬂx—w—f@MmMm
</wumef—ﬂmmwm

<wmmm/'mawm+cwmmWmew
u|>0

|u|<d

Ici C' = sup, ||¢c||L1mny est fini par le point (ii) de la définition 2.1.10. Soit n > 0.
Par le lemme 2.1.9, il existe 6 > 0 tel que

‘51‘1% |7uf — fllorwny < n/C.
u|<

Par le point (iii) de la définition 2.1.10, pour € > 0 assez petit, on a

/ oo ()| du < /1111 e
|u|>8



22 CHAPITRE 2. TRANSFORMATION DE FOURIER

Ainsi, pour € > 0 assez petit, ||p* f— f||.: (R™) < 2n. On a bien montré p.x f — f
dans L'(R™). Si de plus f est continue, alors

. 1)o) = 50| = | [ )7 =0 = )

<2 flle /| ol € sup e ) — 5 (2)

|u|<d

ot C' = sup, ||¢c||1mny. Soit maintenant K C R™ un compact et n > 0. La
fonction f étant continue sur K, elle y est uniformément continue. Par suite il
existe 0 > 0 tel que

sup sup | f(z —u) — f(x)| <n/C.

z€K |u|<é

Si maintenant ¢ > 0 est assez petit, on a < 2‘|fHoof|u|>5 |o-(u)|du < n et on
obtient bien

sup [(p= % f)(x) — f(x)] < 27,

On a bien montré la convergence localement uniforme de ¢, x f vers f. m

2.1.5 PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE FOURIER

Regardons a présent comment la transformée de Fourier se comporte par rap-
port a certaines opérations classiques sur les fonctions. Dans toute la suite, pour
f € LYR"™) et v € R*, on note

h,f(x) = f(vx), x€R"

PROPOSITION 2.1.14 (Propriétés de la transformée de Fourier). Soient f € L*(R™),
g€ LY(R"), a € R™ et A € R*. Alors on les propriétés suivantes.

(i) (Translation) On a 7.f = e_af ou encore
uf(§) = e f(€), €eR™
(i) (Translation) On a hyf = |A|""hy/nf, soit
W f(§) = AT F(E/N), R
(i) (Convolution) Si f g € L*(R"), alors

—

frg=7-3.
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(iv) (Dérivation) Soient o € N et f € €I(R") tels que O7f € LY(R™) pour
tout v < a. Alors

—_ ~

9 f(&) = (i) f(§), SeR™
Démonstration. Pour le premier point on écrit simplement
7f(©) = [ fo—ae o= [ fe 0 tdu = e <Fe)

Pour le second,

Inf(€) = / FO)e i = / Flwem® SN du = ARy s JlE).

Le troisieme point résulte encore d’un calcul direct,

Fea@ = [ ([ - vowiy) e <oty = [ gt)miea.

et par le point (i) on a

~ ~

/ o)y F(€)dy = / g(n) F(e)eredy = F(&)36).

Enfin pour le dernier point, on remarque simplement que si f € €°(R") on a
9% (e ™€) = (—1)l(i€)®, ce qui donne

~

1 F(©) = [0 1) 5o = (1) [ f)on(e ) da

et une intégration par parties permet de conclure que

[ s@ee e an = [0 e ian = i)

On conclut la démonstration en utilisant la proposition suivante. O

PROPOSITION 2.1.15. Soit e > 0, a € N* et f € LYR") N €1(R") telle que
' f € LY(R™) pour tout v < .. Alors il existe f € €°(R"™) telle que

107fe = flogny <&, v<a (2.1)

Démonstration. Soient a et f € L*(R™) comme ci-dessus, et € > 0. On se donne
(¥5)nejo,) une approximation de I'identité. On a ¢, x f € €>°(R") par le théoreme
2.1.12. De plus par le théoreme de dérivation sous le signe [ on a

Dy x f) =pn*xd"f
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pour tout v < a. Par le théoreme 2.1.12, il existe nn > 0 assez petit tel que
lon*x O f = O fllr@mny <€/2, 7 <o (2.2)

Soit maintenant xy € €>°(R",[0,1]) telle que x(x) = 1 pour tout |z| < 1. Alors
Xs(n * f) € €2(R") et pour tout v < v on a

0" (xs(on* 1)) = Xs(pn x0T f) + Y 50 (Xs) (0 % °f). (2.3)

BLy
B#0

pour des constantes ¢, g > 0. Pour tout 8 # 0 on a
107 Ccs) (0 % 07 )| gy < 1075l 1 G % 072 )| sy -
La norme infinie de 0%ys peut étre controélée comme suit,
H@BX(SHOO — Bl H(@/D’X)((g.)uoo < 5IB\1H86XHOO

En particulier la somme dans le terme de droite de (2.3) tend vers 0 dans L'(R")
quand 0 — 0. Par ailleurs on a

IXs( % 07 ) = 9y % 0 fll 1 gy < /| N s — o
z|>6—1

quand 6 — 0. On a montré que

" (xs(py* f)) = opx D f
dans L'(R"™) quand d — 0. Soit § > 0 assez petit tel que

107 (Xs(pn* f)) = x O f| <€/2, v<a

En combinant ceci avec (2.2), on obtient bien (2.1) avec f: Xs(n * ). ]

2.1.6 LEMME DE RIEMANN-LEBESGUE
Nous pouvons a présent énoncer le résultat principal de cette section.

THEOREME 2.1.16 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Soit f € L'(R™). Alors | est
continue et tend vers zéro a l'infini.

Démonstration. Traitons d’abord le cas ou f € €>X°(R™). Le point (iv) de la
proposition 2.1.14 nous assure que

>o|on )] = (im) 7).
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ce qui donne
n -1 5
HGIE (Z@) > 110, Fllsseny — 0.
P — el
Soient maintenant f € L'(R") quelconque et € > 0. Le corollaire 2.1.13 assure

qu’il existe ¢ € E€°(R") telle que ||[¢ — f||L1mn) < €. On écrit a présent

~

F&)| <[F&) - 2]+ 18©)] < lle = fllusan + 18(E)] < =+ 2.

~

Comme ¢(¢) — 0 quand || — oo par ce qui précede, on obtient bien ‘ (5)‘ < 2

des que [£] est assez grand. O

2.2 FORMULE D’INVERSION

2.2.1 TRANSFORMEE DE FOURIER D’UNE GAUSSIENNE

On a vu dans la section précédente que si G, (t) = exp —at?, alors

@a = \/7/aGjsa-

Autrement dit, la transformée de Fourier d’une gaussienne est une gaussienne. Ce
résultat se généralise en dimension supérieure, comme suit.

THEOREME 2.2.1 (Transformée de Fourier d’une gaussienne dans R"). Pour toute
matrice A € M,,(R) symétrique, définie positive, on pose

Ga(z) = exp(—Az-z), ze€R™

n/2

vdet A

Alors on a lidentité éz = Ga-1ys, i.e.

(A8

exp (—Az - x)e @i de = ex >, e R".
fewicars VaetA P\ :

Démonstration. On commence par le cas ou A = diag(A,...,\,) avec A; > 0
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pour tout 7 =1,...,n. On calcule

/6 xz l&xdx_/exp< Z )\l’ +Zl']§j)> d&?l dl‘
7j=1

n

= H/exp —iz;&;)d;

Jj=1

e Wi exp( )
j=1 /\]

\/W < N 5)
exp ,
det A 4
ce qui montre le cas ou A est diagonale. Si A est une matrice quelconque symétrique

définie positive, alors il existe P € O(n, R) telle que PAP ™! est diagonale. Puisque
|det P| = 1, le changement de variable y = P~z donne

A i _Ap-l,.p=1, _ip—1,.
/6 Amxe Zm&dl’:/@ AP~ ‘y-P Ye iP y&dy

— /e—PAP‘lyvye—inEdy‘

ot on a utilisé (P~!)" = P dans la deuxi¢me égalité. Comme PAP~! est diagonale
on obtient par ce qui précede

~ B /2 (PAP~Y)~'P¢ . P¢
Ca&) = A P <_ 1 )

Or det(PAP™') = det A et (PAP™Y)7IP¢ . PE = A - &, ce qui conclut la

démonstration. O

Le lemme suivant montre qu’on peut par ailleurs utiliser les gaussiennes pour
obtenir des approximations de I'identité.

LEMME 2.2.2. La famille (®;,)nej0,1), donnée par
O, (x) = (nm) "Gy, (x) = ()P exp (=[x /n), = eRY, nelo1],
est une approximation de [’identité.

Démonstration. Remarquons déja que ®, > 0. De plus, le changement de variable
y = n~ Y22 donne

[ atrte =y [ e s = m) e [y <1
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de sorte que (®,,) vérifie les points (i) et (ii) de la définition 2.1.10. Ici on a utilisé

le fait que
/exp(_|$|2)d$ = </ 6_t2dt> = 72,
R

Pour le dernier point de la définition 2.1.10, on écrit simplement pour 6 > 0

/ ¢, (z)dr = W_"/Q/ e’ dz — 0.
|z|>d

|z|>n=1/25 n—0

Ceci conclut la démonstration. OJ

2.2.2 FORMULE D’INVERSION DE FOURIER

Dans ce paragraphe, nous allons voir qu'une fonction peut étre reconstruite a
partir de sa transformée de Fourier. Si f est une fonction R” — C, on note J f le
renversé de f donné par

Jf(x) = f(—x), ze€R"

Le renversement est une isométrie involutive LP(R") — LP(R™) pour p € [1, 0],
c’est-a-dire que

TJ?*=-1 et [[Tflle@®ny = |fllzr@n)y pour tout f € LP(R™).
Notons que le renversement J commute avec la transformée de Fourier,
JF=FJ sur L'(R"). (2.4)
Enfin J est auto-adjoint sur L?(R"),
(T 9) 2@y = (f, T 9)12@n),  fr9 € LA(R"),

THEOREME 2.2.3 (Formule d’inversion de Fourier). Soit f € LY(R™) telle que
f € LYR"™). Alors on a

f=0@mn)"IFf dans L'(R").

Autrement dit, on a l'identité

fz) = (2%)71/]?(5)6115 d¢  pour presque tout x € R".

REMARQUE 2.2.4. Notons que sous les hypotheses du théoreme précédent, la
fonction f = (27) ™" JF2f est continue puisque f est dans L'(R™).
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Le théoreme 2.2.3 nous dit que toute fonction raisonnable peut étre représentée
comme une superposition d’ondes planes
e¢ x> exp(iz - &).

On peut étre tenté de montrer le résultat en calculant

[Feecac= [ [ rweenacay = [ 1) / A ) dy. (25)

Le probleme est que lintégrale [ e@=¥)€d¢ est (hautement) non convergente!
Pour résoudre ce probléme, on va introduire la gaussienne exp(—¢|£[?) dans la
premiére intégrale de (2.5) pour rendre les intégrales convergence, puis on fera
tendre ¢ vers zéro.

Démonstration. Soit f € L'(R") telle que f € L*(R™). Pour tout z € R™ on note

§)eir e de.

La fonction fest continue puisque fe L'(R). Par ailleurs on a par convergence
dominée

fla) = (2m) " lim / Fl&)e=te eI ge.

Le théoreme de Fubini nous donne

[ Fgemteitag = [y ([ et a) ay

Or par le théoreme 2.2.1, on a

n/2

/ez‘(ac—y)fe—alﬁZ d¢ = gel\n(l’ —y) = :n/Q e~ lz—ul?/4e

En injectant ceci dans 1’égalité précédente, on obtient

/f Jeins ol df— 72 /f —|~"? vl Medy = n/2 (Gln/4€*f)( z).

Remarquons a présent que, avec les notations du lemme 2.2.2, on a

,n_n/2 . )2 .
mGIn/‘lE = (27T) (47’(’8) Gln/4e = (271') @45.
Ainsi f(z) = lim. (P4 * f)(2) et donc on a montré que

Dy x f — fv simplement sur R".
e—
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Par ailleurs le lemme 2.2.2 et le théoreme 2.1.12 impliquent
Py x f — f dans L'(R").
e—0

Enfin par le lemme 2.2.5 ci-dessous, il existe une suite (£5) qui tend vers zéro telle

que P4, x f — f simplement quand £ — oo, et donc f = f presque partout. [

LEMME 2.2.5. Soit (f;) une suite de L'(R™) qui converge vers f dans L'(R").
Alors il existe une sous-suite (fy,) qui converge presque surement vers f.

Démonstration. Pour tout k € N, il existe ¢, € N tel que || fo, — fllpign) < 275
On peut supposer la suite (¢) strictement croissante, et par le théoreme de Fubini

positif,
(35t o) = 315 = e <
k=0

k=0

Par suite, on a >~ | fe, (x) — f(z)| < co pour presque tout x € R™. Pour un tel
x, on a limy_, fr, (z) = f(x), ce qui conclut la démonstration. O]

Un corollaire immédiat du théoreme 2.2.3 est 'injectivité de la transformée de
Fourier.

COROLLAIRE 2.2.6 (Injectivité de la transformation de Fourier). Soient f et g
deur fonctions de L'(R™) telles que f =q. Alors f = g.

Démonstration. En effet sih = f—gonah =0 € L*(R™), donc la formule
d’inversion de Fourier assure que pour presque tout x € R"

1
()"

h(z) = / h(€)e™tdE = 0.

Ainsi f = g presque partout. O

2.3 TRANSFORMATION DE FOURIER SUR L*(R")

2.3.1 EXTENSION A L*(R")

Dans ce paragraphe on étend la transformation de Fourier
F: LYR™) N L*(R") — €0(R")

a un isomorphisme L?(R") — L*(R™).
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PROPOSITION 2.3.1. Soient f,g € L*(R™). Alors on a

[ fern© = [ 1t

Démonstration. 11 suffit de remarquer qu’on a

/ F(&)g()de = / F(@)eEg(€)dade = / f(2)3(x)dz

par le théoréme de Fubini — que 'on peut appliquer ici du fait que l'intégrale

J1f(@)|g(&)] dad€ est finie. O
Notons que Fg = JFg, so that
<‘Ff7 g>L2 = <f7 jF9>L27 fag € LQ(Rn) (26)

THEOREME 2.3.2. Pour toute fonction f € L*(R") N L*(R"), on a f € L2(R") et
de plus
||ﬂ|L2 R7) (2m n/szHLQ R")

L'opérateur F : L} (R™) N L*(R™) — L*(R"™) admet une unique extension continue
F : L*(R™) — L*(R™) qui est un isomorphisme vérifiant

1F Fllzny = @) 2| fll2ny,  f € LAR™),
et dont linverse est donné par
Fl=0@n"JF.

Démonstration. Soit f € €2°(R™). On a
N
(1-A)f = (1 - Zaij) f
j=1

de sorte que la proposition 2.1.14 donne (1 — A)f(£) = (£)2f(€). Par récurrence
immédiate on voit que

(1—ANF(E) = ()Nf(€), €eR", NeN.

En particulier f € L. Par la formule d’inversion de Fourier, on a f = 2r) " JFFf
de sorte que par (2.4) et (2.6) on a

£z @ny = 2m) ™(FITFL, f) = @m)"(TFf,TFf) = 2n) "(Ff, Ff)
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et donc || Ff|lz2®ny = (27) 72| fl| r2(gn). Comme € >°(R™) est dense dans L*(R")
par le corollaire 2.1.13, le lemme 2.3.3 ci-dessous permet d’affirmer que F ad-
met une unique extension a F : L?(R") — L*(R"), qui vérifie encore I'identité
| F fllz2@ny = (27)~"?|| f|| L2mny pour tout f € L?*(R™). On note

G=(2m) "JF: L*(R") — L*(R").
Alors F et G commutent et
GFo=FGp=9, ¢ (R"),

par la formule d’inversion de Fourier. Encore une fois, la densité de €>°(R"™) dans
L*(R") implique que l'identité ci-dessus est satisfaite pour toute ¢ € L*(R"). On
en déduit que F est inversible sur L? avec F~! = G. O

LEMME 2.3.3. Soient E, F deuzx espaces vectoriels normés, et 9 C E un sous-
espace dense. On suppose de plus que F' est complet. Soit T : 9 — F un opérateur
linéaire tel que pour une certaine constante C' > 0 on a

|Tv||lr <C|vlg, veZ, (2.7)

Alors T s’étend de maniére unique en un opérateur linéaire continul : E — F,
et on a alors |T||p—r < C.

Démonstration. Soit v € E et (vg) une suite de Z telle que v, — v dans E quand
k — oo. Alors pour tous k, ¢, on a

[Tve = Twe|lp < Cllok — vel[ -

En particulier, la suite (T'vy,) est de Cauchy dans F. Comme F' est un espace de
Banach, il existe w € F tel que Tv;, — w. Remarquons que si (uy) est une autre
suite qui converge vers v, on a

||T"U;g — Tuk||p < CHUk — Uk:HE — 0

donc (ug) et (vg) convergent vers la méme limite. On peut donc définir 7 : E — F
en posant Tv = limy, T'vy, ou (vg) est n’importe quelle suite de & qui converge vers
v dans E. On a bien sur pour tout v € £

IT0l[F = lim [Ty [[p < Clim [Jog[|p = Clv]e.
D’autre part T est clairement linéaire par linéarité de la limite. Enfin si T:-E—>F

est une autre extension continue et v € E, on a pour toute suite (vj) de Z qui
converge vers v dans F,

Tv = lillcrnka = lilgnTvk =Tv,

d’ou 'unicité de extension 1. O
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REMARQUE 2.3.4. Pour f € L*(R"), l'intégrale
fie) = [ Hajecas
n’a a priori pas de sens. La fonction fe L?(R™) est définie comme la limite dans

L*(R™) de @y, ot (o) est une suite de €>°(R™) qui converge vers f dans L.

Il y a d’autres manieres d’approximer ]? (dans L?!), comme le montre le fait
suivant.

EXEMPLE 2.3.5. Soit f € L%(R"). Alors on a f = limy, g, dans L2(R"), oli on a
noté

aul(€) = / f@)etdn, € € R
B(0,k)

En effet, on a gy = F(1pox f). Or 1porf — f dans L?*(R™). Par continuité de

-~

F sur L*(R™) on obtient bien f = limy, g, dans L?(R").

2.3.2 PRINCIPE D’INCERTITUDE DE HEISEINBERG

Dans ce paragraphe on montre qu’une fonction ne peut pas étre tres localisée
a la fois en espace et en fréquence. On commence par une remarque simple, qui
nous dit que les supports d’une fonction non nulle et de sa transformée de Fourier
ne peuvent tous les deux étre compacts.

PROPOSITION 2.3.6. Soit f € L?*(R") telle que f et f sont a support compact.
Alors f est nulle.

Démonstration. En effet, comme fE L?*(R™) est & support compact, la fonction
flo) = m) [ Fpenas, s
est analytique réelle en chacune de ses variables. En effet, on a
~ . > gk ~
fla) = my - 5 [0 Flepag
k=0

et en remarquant que (x - §)* = Zlah:k €% on obtient

e

flo)=(2m)™ Y

aeN” ‘

Comme fco'incide presque partout avec f, elle est a support compact, donc nulle
par principe des zéros isolés. O
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Une incarnation plus quantitative de ce principe est la suivante.

THEOREME 2.3.7 (Principe d’incertitude de Heiseinberg). Soit f € L*(R™). On
note

7= [1f@Plafds et ;= [ IFQPIePa
les dispersions de f en espace et fréquence autour de 0, respectivement. Alors on
a linégalité
(27T)

Voros 2 ———fl

Démonstration. On suppose d’abord f € %COO(R"). Alors une intégration par par-
ties donne, pour 7 =1,...,n,

[woulse == [ 112

L’inégalité de Cauchy-Schwartz permet alors d’écrire

£ = = [ 20, 7 = [ 5@)a, fa)de ~ [ @70, @)

<2 </xj2|f(x)\2 dac)l/2 (/ |0y, f(2)]? dx)l/Q.

On note a; = [ 23| f(x)’dz et §; = [ |0, f(x)[?dz. On a montré que

—r o Iz
Oé]'ﬂJ')%a ]:17"'>n'

En sommant on obtient

. " /2 ;. 1/2
nHJ;H%Q < Z m g <Z CYj) (Z 6]) - \/ O'fO']?,
j=1 j=1 J=1

encore par 'inégalité de Cauchy-Schwarz sur R". Cette inégalité reste vraie pour
toute fonction f € L*(R™) par densité de 4 >°(R") dans L?(R") et par continuité
de .Z sur L*(R"). O

EXERCICE 2.3.8. Soit f € ¢'(R") N L*(R") telle que oy, 07 < oo. On suppose
qu’il y a égalité pour f dans l'inégalité de Heisenberg,

/UfO’J?

En reprenant la preuve du théoreme 2.3.7, montrer que f est une gaussienne.

2O £
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CHAPITRE 3

(QUELQUES APPLICATIONS

Dans ce chapitre nous donnons trois applications de la théorie de Fourier : la
formule sommatoire de Poisson, le théoreme d’échantillonnage de Shannon, et le
prolongement méromorphe de la fonction zéta ainsi que la localisation de ses zéros
non triviaux dans la bande critique Cyg .
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3.1

3.1.1

FORMULE SOMMATOIRE DE POISSON

ENONCE

Le but de ce paragraphe est de montrer le résultat suivant.

THEOREME 3.1.1 (Formule sommatoire de Poisson). Soit ¢ € €*(R) satisfaisant
les bornes

O e POl<
(& NS 3
1+ 12 4 1+ 12

lo(t)] < t € R,

35
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pour une certaine constante C' > 0. Alors

o0 o0

Y. e =Y d2m).

n=—oo n=—oo

REMARQUE 3.1.2. La premiere somme converge absolument grace a la premiere
inégalité ; ¢’est une conséquence du théoreme que c’est aussi le cas pour la deuxieme
somme.

Démonstration. Pour tout t € R on pose

O(t) =Y (t+n).

neZ
Alors pour tout 7 > 0 on a par hypothese

C

() (¢ < - -
) <

nez, |t|<r, k=01

I suit que la série de fonctions 3" ™ (O+n) converge normalement pour k = 0, 1
sur [—7,r]. Il suit que ® est de classe €' sur [—r, 7] et comme r > 0 est arbitraire,
on obtient que ® est de classe €' sur R. Comme ® est 1-périodique, elle coincide
avec sa série de Fourier par le théoréme de Dirichlet (REF). Cela se traduit par
I'égalité

o0

O(t) = > ca(®)exp(2mint), tER (3.1)

n=—oo

ou pour tout n € Z, ¢,(p) est le n® coefficient de Fourier de ¢, donné par

1
(@) = / B(t)e=2mint .
0

On calcule a présent

(@) = /0 Z o(t +m)e ™t

meZ

m+1 )
_ Z/ gO(t)6—27rm(t—m)dt

mezZ Y ™M
:/Sp(t)e—%rintdt
R
= @(2mn).

En évaluant (3.1) au point ¢t = 0, on obtient donc bien le résultat voulu. O
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3.1.2 EXEMPLES D’APPLICATIONS

Nous proposons dans ce paragraphe quelques applications de la formule som-
matoire de Poisson.

EXEMPLE 3.1.3. On a I’égalité

o0

Z 1 €2Tr+1
=T .
1+ n? e?m — 1

n=1

En effet, posons ¢(t) = 1/(1 +¢*). On rappelle qu’on a montré au chapitre 2 que
o(t) = mexp(—|t|). On déduit alors du théoreme 3.1.1

1 e 2" e’ +1
_ —|2mn| __ _

nez

EXERCICE 3.1.4. Montrer plus généralement que pour tout € > 0 on a

o0

Z 1 o T 1 +7T 1
— 24 n2 2 22 g1 —e2me

et en déduire que ((2) = 72/6.
DEFINITION 3.1.5. La fonction 6 : R% — C est définie par
O(z) = Ze_m%, x> 0.
nez

PROPOSITION 3.1.6. La fonction 6 satisfait [’équation fonctionnelle

0 <é> =zl(x), x>0.

Cette identité nous permettra d’obtenir une équation fonctionnelle pour la
fonction zéta de Riemann au paragraphe suivant.

Démonstration. On a

O(x) =Y Grp(n) olt Gu(t)=e "

ne”

Par un calcul du chapitre 1, on a é;()\) = /7 /0 G1/1a(A). La formule sommatoire
de Poisson donne alors

00) = 3 ZGumatomm) = S E 6w =20 (1)

nez neL

ce qui acheve la démonstration. O
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EXERCICE 3.1.7. Soit N € N-;. Déduire de la proposition 3.1.6 le développement

N
0(z) = L (1 +2> e ™0 (e-ﬂ<N+1>2/x)>

n=1

B

quand x — 0.

3.2 LE THEOREME DE SHANNON

Le résultat suivant nous dit que si un signal a une transformée de Fourier a
support dans [—a, ], alors on peut le reconstruire a partir de ses valeurs prises
sur un ensemble discret, échelonné a fréquence «.

THEOREME 3.2.1 (Shannon). Soient ¢ € L*(R) et a > 0 vérifiant
supp ¢ C [—a, al.

Alors ¢ est continue et pour tout t € R

o(t) = Z @ <%> sinc(ta — n).

ne”

Ici sinc € €°°(R) est la fonction sinus cardinal donnée par sinct = sin(t)/t.

Démonstration. On commence par le cas o = 1/2 et on note I = [—1/2,1/2].
Comme » € L? on peut écrire

9/0\ = Z Cn (@) €2mn (32)

ne”

oll €9, (A) = exp 2min. Ici 'égalité a lieu dans L*(I). Comme supp¢ C I, on a

(@) = /go(/\)e_%imd)\ = / G(N)e AN = 2mp(2mn).
I R

Ici on a identifié ¢ € L? avec F (), qui est continue puisque ¢ € L', de sorte
que la valeur ¢(27n) a bien du sens. Notons que F (@) (t) = (2m) (@, e_s) r2(p).-
En utilisant (3.2), on obtient

1

" or

Z cn(P)(€2mn, €—t) L2(1) = Z ©(2mn) sinc(t/2 — ).

nez ne”L

o(t)
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La série de fonctions ) ¢(27n)f, converge uniformément sur R, ol on a noté
fn(t) = sinc(t/2 — mn). En effet, on a

2

S wemh] < 3 loemp (an<t>2><CZ!so(2m)l2

[n|=N n|=N nez n|=N

olt C' = supyeg O ey fn(t)? < oo (la derniére série définit une fonction continue
et 2m-périodique sur R). Puisque ¢ € L*(I) ona Y, , |c.(¢)]* < oo de sorte que
D nl=N lo(2mn)|? — 0 quand N — oo et on en déduit la convergence uniforme de
>, ¢(2mn) f, sur R. On a montré le théoreme pour o = 1/2.

Si a > 0 est quelconque, et supp¢p C [—a,a alors on se ramene au cas
précédent en considérant ¢(t) = ¢(t/2a), qui vérifie FG(A) = 2ap(2a)) et donc
supp@ C [—1/2,1/2]. On peut donc appliquer le résultat obtenu pour a = 1/2,
qui donne

o(t/2a) = Z ©(2mn/2a) sine(t/2 — 7n).

nez
C’est bien l'identité attendue. O]

3.3 LA FONCTION ZETA DE RIEMANN

Dans cette section nous utilisons les résultats obtenus dans les parties précédentes
pour étudier la fonction zéta de Riemann, définie par

o

((s) = Z%, Res > 1.

n=1

En particulier, nous allons voir qu’elle admet un prolongement méromorphe a C
et qu’elle vérifie une équation fonctionnelle ; nous en déduirons que ses zéros non
triviaux sont dans la bande critique {s € C : 0 < Res < 1}. L’étude des zéros
de ( est intimement reliée a la distribution des nombres premiers.

3.3.1 LA roNcCTION ' D’EULER

Pour s € C+( on pose

[(s) :/ t5 e tdt.
0

Par le théoreme 1.3.1 d’holomorphie sous le signe intégral, la fonction I' est holo-
morphe sur C.
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PROPOSITION 3.3.1 (Prolongement de la fonction I'). La fonction I' admet un
prolongement méromorphe a tout le plan complexe. Ses poles sont simples et situés
aux entiers négatifs ou nuls. De plus I' ne s’annule jamais et on a

I'(s+1)=sI(s), seC\—-N.

Démonstration. On écrit pour Res > 0

1 o
I'(s) :/ ts_le_tdt—i—/ t5letdt.
0 1

La fonction s +— floo ts~le~tdt est analytique sur tout le plan complexe par le
théoreme 1.3.1 d’holomorphie sous le signe intégral, car on a la borne

|ts_le_t} = ¢(Res—1)—t < tA_le_t, t>1, Res<A,

t

pour tout A € R. Pour la deuxieme intégrale, on développe e™* en série entiere

pour obtenir, pour s € Cy,

1 e _1)k 1 e (_1)k 1
/0 ‘ > ; > stk

k=0 k=0

La derniere somme définit clairement une fonction méromorphe de s € C, dont les
poles sont simples et situés aux points s = —k avec k € N. L’équation fonctionnelle
(s + 1) = sI'(s) s’obtient par une intégration par parties. Pour montrer que I'
ne s’annule pas, on raisonne par I’absurde et on suppose que I'(s) = 0 pour un
s ¢ —N. L’équation fonctionnelle donne alors I'(s 4+ k) = 0 pour tout £ € N. On
peut donc supposer Res > 0 et on obtient

/ t*"te7lkdt =0, keN.

0

En appliquant le lemme 3.3.2 ci-dessous avec f(t) = 1g, (¢)t* 'e™, on obtient une
contradiction. O

LEMME 3.3.2. Soit f € L*(R) telle que [, | f(t)]e*ldt < oo pour un certain a > 0.
On suppose de plus que tous les moments de f sont nuls,

/f@ﬁaza k € N.
R

Alors f = 0.
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Démonstration. Pour tout z € C avec |Re z| < a, on pose
F(z) = / F(t)etdt.
R

Pour un tel z, on a |f(t)e®| < |f(t)|e" donc par le théoréme 1.3.1 on obtient que
F' est holomorphe sur 'ouvert U, = {z € C : |Rez| < a}, et pour tout k € N
on a

F®(0) / Fe)thdt = o.

Comme F' est analytique elle est somme de sa série de Taylor, qui est nulle, donc
I est nulle. Pour tout A € R on a —2A € U, et on obtient

~

0=F(—=i\) = f(N).
Par suite f = 0 et donc f = 0 par le corollaire 2.2.6 sur 'injectivité de la trans-

formée de Fourier. O

3.3.2 PRODUIT EULERIEN

PROPOSITION 3.3.3. Pour tout s € Cs1 on a la formule

Cs)=J[(-»7) " =exp— log(1—p7).

peES peES
ou & est l’ensemble des nombres premiers.

Ici log : C\ R_. — C est la détermination principale du logarithme, qui est
holomorphe et définie par

log(pe®) =logp+ih, p>0, 6¢c]—m n[.
Démonstration. On pose f(s) = —3_ log(1 —p~*). Pour [z <1ona

anl

—log(l—2) = ZZ = 2g(2)

n=>1

avec g analytique sur D(0,1). Pour p € Z et s € C5, avec 0 > 1 on a

[log(1 —p~*)| < |glp™°)[p™7 < Cp™°

avec C' = suppg1/9) lg|. On en déduit que f est holomorphe sur C.; par le
théoreme de Montel (cf. le théoréme 1.3.3 et la remarque qui suit). Comme ( est
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aussi holomorphe sur C. 1, il suffit de montrer 'identité désirée pour s = o > 1.

On a
o) =T - ¥ o

p<N p<N k=0 neE(N

ou E(N) est 'ensemble des entiers naturels qui n’admettent pour facteurs premiers
que des nombres inférieurs ou égaux a N. Quand N — oo le produit de gauche
converge vers [[ (1 —p~7) tandis que la somme de droite converge vers ((s). [

Un corollaire immédiat est le suivant
COROLLAIRE 3.3.4. La fonction ¢ ne s’annule pas sur Cs;.

Démonstration. En effet pour s € C5q on a ((s) = exp—)_ ., log(l —p~*) par
la proposition 3.3.3. O

3.3.3 EQUATION FONCTIONNELLE POUR (

Dans ce paragraphe nous montrons que ( satisfait une équation fonctionnelle
remarquable.

DEFINITION 3.3.5. Pour tout s € C avec Res > 1 on pose

s(s—1)

27'('8/2

§(s) = I(s/2)¢(s).

THEOREME 3.3.6 (Equation fonctionnelle de la fonction ¢). La fonction & admet
un prolongement analytique a tout le plan complexe, qui vérifie

(s)=¢&(1—s), seC.

Démonstration. Soit s € C avec Res > 1. Un changement de variables donne,
pour n > 1,

F(S/Q) = / t8/2—1e—tdt _ ’I’LS’]TS/z/ 6_71—”2uu8/2_1du.
0 0

On obtient
e —s/2 e oo ) oo
ﬂ_—s/Q 8/2 _ ; 7Tns F(S/2) _ ;/g e~ uus/2—1du _ /0 w(u)us/Q—ldu

(3.3)

ou on a noté

)
— § :efrrn2u.
n=1
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On a 2w(u) +1 = 6(u) ou la fonction O est définie au paragraphe 3.1.2. La
proposition 3.1.6 donne alors pour u > 0

w(l>:9(a)_1—ﬁe(u)_l :\/ﬁw(u)—i—\/a_l. (3.4)

u 2 N 2 2

Calculons a présent

1 (%s) 1 d
/ w<u)us/2—ldu _ / w <_) U_S/2+1 v
0

/ \/— 75/2+1 / \/_ S/2+1
(s+1)/2 (s+1)/2 —5/2 1
_/1 w(v)v™ dv—|—2/1 (v )dv.

La derniére intégrale vaut 1/s(s — 1). En injectant ceci dans (3.3), on obtient

1 o0
—s/2 T 2) — 5/271d 3/271d
7 ((s)T(s/2) /0 w(u)u u—l—/l w(u)u u
_ /1 w(u) (u—(s—l—l)/Q + us/2—1> du + =T
1

> du
—/1 w(u)(u +u ) u+s(s 0

Finalement, on a obtenu

£(s) = 8(82— 1)7T78/2F(3/2)C<S) _ % n 8(82— 1) /100w<u) ( (1-s)/2 4 us/2) duu

On pose maintenant

G(s) = /1 " w23,

u

Alors G est holomorphe sur C, car on a 'estimée
‘w(u)usﬂ_l‘ <ww)u?!, Res<o

pour tout o € R. Notons que

00
7ru§ 67rn—1

n=1

pour tout u > 1. Il suit que u — w(u)u®/?>~! est intégrable sur [1, oo pour tout

o € R. Par le théoreme 1.3.1 d’holomorphie sous le signe intégral, on en déduit
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que G est analytique sur C¢, pour tout o € R, donc sur C. Or on a montré
Iégalité

1 s(s—1
£(s) = 3 + % (G(s) +G(1—s)) (3.5)
pour tout s € C.;. Il suit que £ a un prolongement analytique a C, donné par le
terme de droite de (3.5), et on a clairement £(s) = £(1 — s). O

3.3.4 ZEROS DE LA FONCTION (
En utilisant I’équation fonctionnelle, nous allons montrer le résultat suivant.

THEOREME 3.3.7 (Zéros de la fonctions ¢). La fonction ¢ admet un prolongement
méromorphe a C, avec un unique pole simple de résidu 1 au point s = 1. Ses zéros
sont divisés en deux catégories :

(i) les zéros triviaux, situés auz points s = —2n avec n € N* ;
(i) les zéros non triviaux, situés dans la bande critique {s € C : 0 < Res < 1}.
On commence par un résultat intermédiaire, qui dit que ¢ ne s’annule pas sur
la droite critique {Res = 1}.
PROPOSITION 3.3.8. La fonction ( a un unique pole simple en s =1 de résidu 1,
et ((1+it) # 0 pour tout t € R*.

Démonstration. La ou cela a du sens, on a

_2m(s)
Cs) = s(s —1)'(s/2)

Comme I' ne s’annule pas, on voit que les poles de ¢ sont contenus dans {0, 1}.
Par ailleurs, la formule (3.5) donne £(1) = 1/2, d’on 'on tire que
ml/2 1
) ot py 5 =1

Il suit que ¢ a un pole simple en s = 1, de résidu /7/T'(1/2) = 1 — en effet, le
changement de variable ¢ = u? donne

I'(1/2) :/R+€—\/; dt:2/oooe_“2du: V7.

On a vu que 1 + it n’est pas un pole de ¢ si t # 0. Montrons que (1 + it) # 0.
Pour tout s € Cs1 on a ((s) = exp—)_ log(l —p~*) d’ot

p p k=1
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ce qui s’écrit encore

ot A(n) =log(p) sin=7p"avecp € P et k> 1, et A(n) = 0 sinon. En écrivant
s=o0+1t avec 0 > 1 et t € R, on obtient

o0

ZA n)n~7 cos(tlogn).

S

Pour tout 6 € R, remarquons que
0 < 2(1 + cos#)? = 3+ 4cos b + cos(26).

Pour 6 = tlogn on obtient

o0

Z A(n)n™? (3 4 4 cos(tlogn) + cos(2tlogn))

C/

_ R(C() 1o +it) 435

¢ ¢

La proposition 1.2.4 donne alors

(o + Qit)> :

¢ ¢ NS , )
0< —lim(e—1 Re( +4->-(0c +it) + = (0 + 2t
lim(o — 1) Re (35 (0) + 4o+ i) + o + 211
=3n(¢,1) —4n((, 1 +it) — n(¢, 1 + 2it).
Puisque ¢ a un pole simple au point ( = 1, on a n(¢,1) = —1 et on en déduit que
An(¢, 1 +it) +n(¢, 1+ 2it) < 3. (3.6)

Comme 1 + it et 1 + 2it ne sont pas des poles de ¢, les nombres n((,1 + it) et
n(¢, 1 + 2it) sont positifs ou nuls. On en déduit que n({, 1+ it) < 3/4 par (3.6).
Comme n((, 1+ it) € Z on obtient n((,14it) = 0 et donc 1+t n’est pas un zéro
de (. Ceci conclut la démonstration. O]

On peut maintenant démontrer le résultat sur la localisation des zéros de la
fonction (.

Démonstration du théoréeme 5.5.7. 1’équation fonctionnelle pour ( se ré-écrit

/2757 (5/2)

=9 = =)

¢(s). (3.7)
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Etudions d’abord les zéros de (. Le corollaire 3.3.4 ¢ ne s’annule pas sur C.;.
Comme I' n’a pas de zéros, on a la propriété suivante. Pour tout s € C.q, le
nombre 1 — s est un zéro de ( si et seulement si (1 — s)/2 est un pole de T, ce qui
équivaut a (1 — s)/2 € —N* ou encore 1 — s € —2N*. Ainsi

{s€C : ((s)=0,Res <0} ={-2n : ne N}

Ce sont les zéros triviaux. Etudions a présent les zéros de ¢ dans Cpg 1). La fonction
I' a un pole simple en s = 0 de résidu 1 donc (3.7) implique que ¢ est réguliere en
s =0, i.e. n’a ni pole ni zéro. En fait on peut calculer

—1
1= 8) ~vgy T V2D(1/2) =0 =
Enfin, si t € R*, on a ((1 4 it) # 0 par la proposition 3.3.8, donc (3.7) implique
que ¢(it) # 0. Par conséquent les zéros de ¢ dans Cjo ) sont en fait contenus dans
Co,11- La proposition 3.3.8 nous dit que le seul pole de ¢ est en s = 1 et qu'il est
simple avec résidu 1. Ceci conclut la démonstration. m

—>S—>1 _]./2.



CHAPITRE 4

DISTRIBUTIONS TEMPEREES

Ce chapitre est consacré aux distributions tempérées. Nous introduisons d’abord
I’espace de Schwartz, c’est-a-dire I'espace des fonctions a décroissance rapide, et
précisons sa topologie. Nous définissons ensuite les distributions tempérées (1’es-
pace dual des fonctions & décroissance rapide), et donnons quelques exemples.
Enfin, nous montrons quelques propriétés vérifiées par les distributions. Pour ce
chapitre les références [4, 7] peuvent étre utiles.
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4.1 FONCTIONS LISSES A DECROISSANCE RAPIDE

4.1.1 L’ESPACE DE SCHWARTZ

DEFINITION 4.1.1. On note .#(R"), ou plus simplement ., I'espace des fonctions
de classe Schwartz sur R™, ou a décroissance rapide,

LR ={peER") : Vo,B € N", paslp) < oo}
ol pour tous «, € N" et toute p € €*°(R") on a noté

Pas(p) = sup |z°00p(z)|.
xER™

On notera, pour tout N € N,

pv(@) = > pasp),

laf,|Bl<N

et plus généralement, si m € N,

pN,m((10> = Z Z pa,ﬁ(SD)-

<N [B|<m

REMARQUE 4.1.2. Il n’est pas dur de vérifier que .% est 1'espace des fonctions
lisses sur R™ telles que pour tous «, 5 € N" on a

220 p(x) — 0.

|z]—o0

4.1.2 ToPOLOGIE DE . (R")

DEFINITION 4.1.3. On dit qu’une suite () converge vers ¢ dans .% si et seule-
ment si pour tout N € N, on a py(¢ — ¢x) — 0 quand k& — oco. On écrit alors

— .
@ky@

Cette notion de convergence coincide avec la convergence usuelle dans un es-
pace métrique, comme le montre le résultat suivant.

THEOREME 4.1.4. L’espace . (R™), muni de la distance

est un espace métrique complet. Si () est une suite de .7, alors @y, 7 p si et

seulement si g — ¢ dans (&, d).
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REMARQUE 4.1.5. Le résultat précédent dit qu’une suite () est de Cauchy dans
(-7, d) si, et seulement si, pour tout N € N, py(¢r — ¢¢) — 0 quand k, ¢ — oo.

Démonstration. Le fait que d est une distance sur .¥ est laissé en exercice au
lecteur. Montrons que (,d) est complet. Soit () une suite de Cauchy dans
(«7,d). Soit N € N et r > 0. Alors d(¢k, pr) —rkrs00 0 implique que pour tout
N eNon a
P (o — ©e)
1+ pn(pr — @)
et donc py(pr — pe) — 0, quand k, ¢ — oco. En particulier pour tout » > 0 on a

— 0,

lor — wellen ((=rppmy) < PN (PR — 02) = 0

quand k, ¢ — oo, donc la suite (o) est de Cauchy dans €V ([—r,r]"). Ces espaces
étant complets pour la norme

[l (rmy = Y sup [950(x)],

1l< *ER”

on en déduit que (py), ainsi que toutes ses dérivées, convergent uniformément sur
R”™. On note ¢ € €>°(R") la limite. Soit 7 > 0 et a, 5 € N" avec |a|,|3] < N.
Pour tous k, ¢ assez grands, on a py(¢r — ¢¢) < 1. En particulier, si ¢ est assez
grand, on a par convergence uniforme

sup. |20 (¢ — )| = lim . [0 (1 = )| < limsuppwv(px — o) < 1.
xe|—r,r|™ xE[—r,r]n
Ceci étant vrai pour tout r > 0, on obtient py(¢) < py (¥ — ¢r) + pn(pr) < .
Ainsi ¢ € .7 et (,d) est complet.

Si d(¢g, ¢) — 0 alors pour tout N € N, on a py(¢—¢r)/(1+pn(p—pr)) =0

donc py(p — ) — 0. Réciproquement si py(p — ¢x) — 0 pour tout N alors
d(¢, ¢x) — 0 par convergence normale. O

REMARQUE 4.1.6. Un sous-ensemble A de (., d) est ouvert si, et seulement si,
pour toute ¢ € A, il existe N € N et § > 0 tels que

{pes : pylp—1)<d} CA.

En effet, il suffit de montrer que pour toute ¢ et tout € > 0, il existe N € N et
0,m > 0 tels que

By(e,n) C{v €+ pnlp—1) <d} C Bolp,e),

ou By (g, r) est la boule ouverte de rayon r centrée en ¢ de (,d). Il n’est pas
trop dur de voir que la deuxieme inclusion a lieu des que

27N <e/2 et d<e/2
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tandis que la premiere est satisfaite quand
2Np

Toavy <0

4.1.3 TRANSFORMEE DE FOURIER SUR .¥(R")

Notons que pour toute fonction de Schwarz ¢ € #(R") on a ¢ € L'(R")
puisqu’on a l’estimée

|p(2)] < Pasa(p)(x)" "V, z e R",
et le fait que l'intégrale
/ <$>_(n+1)d$

soit absolument convergente. En particulier, la transformation de Fourier est bien
définie sur I'espace de Schwarz. On a en fait beaucoup mieux, comme le montre
le résultat suivant.

THEOREME 4.1.7 (Continuité de la transformation de Fourier sur ."). Pour toute
e, onape.S. Deplus, pour tout N € N, il existe C = C,, y ne dépendant
que de N et n telle que

pN(@) < CpNJrnJrl(SD)v pE . (41)
En fait, pour tous N,m on a C = C,, ., telle que
pN,m(‘:B) < Cpm+n+1,N(90)v peS. (4.2)
COROLLAIRE 4.1.8. La transformation de Fourier réalise un isomorphisme continu
F.: 7= 7.

Démonstration. Le théoreme précédent implique que F est continu sur .. Il
suffit donc de montrer que F~! envoie . sur . continfiment. Pour cela, on écrit
simplement F~! = (27)"JF. Puisque J est une isométrie de S (au sens ou
Pas(T @) = paps(p) pour tous «, 5 et p € &), on obtient que l'estimée (4.2) est
aussi valide en remplacant F par F ! et Cly,, par (2m)"" Cy,,. Ceci conclut la
démonstration. O

REMARQUE 4.1.9. La démonstration qui va suivre du théoreme 4.1.7 va nous
montrer plus précisément que pour tous «, 3 € N*, on a (), 4 g telle que

Pap(B) < Crag D D Doyiian(p), @€F (4.3)
[7)<n+1 v<a,B8

Ici, la deuxiéme somme porte sur les multi-indices v = (71,...,7,) € N tels que
v < aj et y; < B pour tout j =1,...,n.
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Démonstration du théoréeme 4.1.7. Soit ¢ € .. Le théoreme de dérivation sous
le signe intégral nous permet d’affirmer que g € €>°(R") avec

0 P(&) = (—ix)Bf(€), €eR™

Par suite la proposition 2.1.14 nous donne

0PB(E) = i lon{(—iz)Pp}(e), € R,

et on obtient
Pas(@) = [IF (05{=" f}) Iz < 105 (2" )| 1.
Maintenant, on écrit
(@l p(x)) = D @08 p(x).
y<a,B8

Enfin, rappelons que pour toute fonction 1 on a

Il < eall{@)™ )l

olt ¢, = [ ()" dz. D’autre part, si d > 0 vérifie |ly[l» < d||y[l; pour tout
y € R" on a

(@)D <A L+ |+t ) = Y ]

[7I<n+1
ou les constantes 7 ne dépendent que de 7 et n. Ici on a utilisé que (z) = ||yl|2 ou
y=(1,21,...,z,). Ceci combiné a ce qui précede nous donne (4.3), et le théoreme
4.1.7 suit. O

4.2 DISTRIBUTIONS TEMPEREES

4.2.1 DEFINITION ET CARACTERISATION

DEFINITION 4.2.1. Une distribution tempérée sur R" est par définition une forme
linéaire . — C qui est séquentiellement continue. Autrement dit, une application
linéaire u : . — C est une distribution tempérée si pour toute suite () de .
qui converge vers @ € ., on a

Iim u(es) = u(g).

On désigne par .#’(R"), ou plus simplement par ., I'espace des distributions
tempérées sur R".
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Dans la suite, on notera aussi
(u,0) = u(p), wesS, pe.s,

le crochet de dualité.
PROPOSITION 4.2.2. Soit u : .¥ — C une forme linéaire. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) w est une distribution tempérée ;

(i) u est continue (.#,d) - R;

(iii) 4l existe N € N et C > 0 tels que

[(u, 0)] < Cpnlyp), ¢€F. (4.4)

Démonstration. Notons d’abord que les points (i) et (ii) sont clairement équivalents
puisque la convergence dans . équivaut a la convergence dans ’espace métrique
(-7, d) ou la caractérisation séquentielle de la continuité est valide.

Supposons a présent (4.4) vérifiée pour un N € N. Soit (¢x) qui converge vers
¢ dans .. Alors py(¢r — @) — 0, d’ott u(pr) — u(yp) par (4.4). Donc u € .&".
Réciproquement, soit u € .%’. Raisonnons par 'absurde et supposons que (ii)
n’est pas vérifiée. Des lors il existe une suite (¢y) de .7 telle que

|(u, x)| > kpr(px)

pour tout k£ € N. En posant @ = pr/kpr(vr) on a pi(pr) = 1/k d’ou l'on tire que
ok — 0 dans .7 (eneffet si N € Net k > N on a py(@r) < pr(Pr)). Ainsi, comme
u est un élément de ./, on a u(@r) — 0 quand k — oco. Or on a [(u, gr)| > 1, ce
qui est absurde. O

4.2.2 THEOREME DE BANACH-STEINHAUS

Pour tous N,d, m € N, on note

[{u, )]

pe.7\{0} pN(SO)

et pg,(u) = sup [ )|

Py (u) =
N pe\{0} Pd,m ()

La tempérance d’une distribution tempérée u est ’entier
v(u) =inf{N € N : py(u) < oo},
qui est bien défini par la proposition 4.2.2. On définit aussi
m(u) =inf{m € N : py,,(u) <oco} et d(u)=inf{m €N : pjy(u) < oo}

ou N = v(u). Sid(u) =0 (resp. m(u) = 0), on dit que u est d’ordre N (resp. de
degré N).
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THEOREME 4.2.3 (Banach-Steinhaus). Soit (ux) une suite de formes linéaires
continues . — C qui est faiblement bornée, au sens ot pour toute ¢ € ., la
suite (ug(p)) est bornée. Alors il existe N € N et C' > 0 tels que pour tout k € N
on a

py(up) < C.

Démonstration. Pour tout K € N on note
Ex={pes : VkeN, [(u, )| < K}.

Il suit de la continuité des uy que les Ex sont fermés. Or ¥ = U;{Ozo Ex par
hypothese, et comme (,d) est complet, le théoreme de Baire implique qu’il
existe un entier K tel que Ef est d’intérieur non vide. Cela signifie qu’il existe
p €. et € > 0 tels que pour tout ¢ € .7,

d(p,9) <e = sUp [(ur, ¥)| < K.
Soient maintenant N € N et § > 0 vérifiant
(%) N
doo2a M2 et Y 27M5<e/2.
M=N+1 M=0

Alors pour tout ¥ € . tel que py(p —¥) < §, on a d(p,1) < e d’ou l'on tire
supy, |(ug, ¥)| < K. En particulier, si py(¢) < d on a pour tout k € N

[k, @) < (ks 0+ D)+ [, 2)] < K+ sup |{ug, )]

Par homogénéité de py on obtient finalement, pour tout ¢ € . et k € N,

[{ur, 9} < Cpn(9)
ot C'= 61 (K + supy |(ug, ¢)]). Cela conclut la démonstration. O

PROPOSITION-DEFINITION 4.2.4. On dit qu’une suite (uy) de /" converge (dans

L") si pour toute fonction ¢ € .7, la suite ((ug, p))r converge. La forme linéaire
u: . — C définie par

<'U,, 90> = hin<uk7 90>7 NS ya
définit alors une distribution tempérée, et on écrit uy 7 u.

Démonstration. Le théoreme précédent implique qu’il existe N € N et C' > 0 tels
que pi (ug) < C pour tout k. On obtient donc, pour tout ¢ € .7,

. 9)] = lim [{ug, )] < O ().

Ainsi u € .’ par la proposition 4.2.2. ]



54 CHAPITRE 4. DISTRIBUTIONS TEMPEREES

On conclut cette section par le résultat suivant qui sera utile en pratique.

COROLLAIRE 4.2.5 (Continuité du crochet de dualité). Supposons que ur, — u
dans &' et que o — @ dans L. Alors (ug, o) — (u, ).

Démonstration. En effet, on a

[(uk, o) — (u, )| < [ur, or — 9)| + [(ur, ©) — (u, )|

Puisque ux — u dans ., on a |(ux, p) — (u, )| — 0. D’autre part, le théoreme
nous dit qu’il existe N € N et C' > 0 tels que pi(ux) < C pour tout k. On obtient
donc

[(uk, ox — )| < Cpn(or — @) = 0

car ¢ — @ dans 7. O

4.3 EXEMPLES

Avant d’aller plus loin, présentons quelques exemples de distributions tempérées.

4.3.1 FONCTIONS COMME DISTRIBUTIONS

Certaines fonctions peuvent étre vues comme des distributions tempérées. On
a une inclusion . — .’ qui a une fonction ¢ € . associe la forme linéaire
u, : . — C définie par

Up 2 P = /gm/;. (4.5)
Rn
L’application .7 — ., ¢ > u,, est injective : si u, = 0, alors en particulier

0= u, (@) = [ Iof

ce qui implique ¢ = 0. On dit qu’une distribution tempérée u € %" appartient
a & s'il existe ¢ € 7 telle que u = wu,. Dans la suite on confondra souvent
abusivement la fonction ¢ et la distribution associée w,.

De maniere générale, si ¢ est une fonction on peut se demander quand est-ce
que 'application u, donnée par (4.5) donne lieu a un élément de .. La propo-
sition suivante montre que si la fonction ¢ ne croit pas trop vite a l'infini, alors
elle définit automatiquement une distribution tempérée.

PROPOSITION 4.3.1. Si on a p € (x)?L*(R™) pour un certain q € N, alors l'ap-
plication u, donnée par (4.5) définit un élément de .#’. De plus, Uapplication
(x)ILYR™) — &', ¢ — uy, est injective.
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Ici, (x)?L' (R™) est 'espace des (classes d’équivalence de) fonctions mesurables
¢ telles que z — (x) 9¢p(z) appartient a L'(R™).

Démonstration. Traitons d’abord le cas ¢ = 0. Pour toute fonction ¢ € ., on a

g (V)] < Nl ¢l < [l@llrpo()

d’ou l'on tire que u, € . avec pj(u,) < ||lL-
Si ¢ > 0, on se ramene au cas précédent en remarquant simplement que

g (V)] = [ty ((2) )] < [[{2) | o [ (2) 40| Lo

pour toute fonction ¢ € 7.

Montrons finalement l'injectivité de ¢ — u,. Soit ¢ € (x)9L'(R™) telle que
u, = 0 dans .. Pour tout £ € R" on note ¢¢ : & — exp(—|z|* — iz - £). Alors
pour tout £ € R" la fonction ¢ est dans . et donc

0= (upnte) = [ plae e
Ainsi, la fonction ¢ : x cp(w)e“””'Q, qui est dans L' car

1ol e < ( [lowle) s ) sup e < o,

TER™
a une transformée de Fourier nulle. Par suite ¢ est nulle, donc ¢ aussi. O]
EXEMPLE 4.3.2. (i) Les fonctions polynomiales de z, ..., z, sont des distribu-

tions tempérées.

(ii) La fonction z + log|z| est une distribution tempérée sur R™.

De maniere générale, supposons que E est une espace de fonctions sur R”
contenant ., tel que I'application . — ., ¢ + u,, admet un prolongement a
une application injective £ — .%’. Alors on dira abusivement qu’une distribution
u € S est un élément de E, ce que I'on notera u € E, si u = u, pour un certain
pE k.

REMARQUE 4.3.3. Il existe des fonctions lisses qui ne sont pas des distributions
tempérées. On peut montrer en effet que si ¢(z) = exp|z|?, alors application
€>*(R™) — C définie par ¢ — [ 1) n’admet aucune extension & une application
continue . — C.
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4.3.2 LA DISTRIBUTION DE DIRAC

Un exemple tres classique de distribution tempérée est la distribution de Dirac.
Si a € R™, on note 9, € .’ la forme linéaire définie par

da(p) = ¢la), ¢ € L(R").
C’est une distribution tempérée, puisqu’on a
{00, P} < llelloc = Po(0), ¢ €7
Soient a = (a,,) une suite de R" et t = (t,,) une suite de C* telles que les a,, sont

deux-a-deux distincts et
S ol ()% < 00 (4.6)
meN

pour un certain K > 0. Alors d,¢ définit un élément de . on

Sat = tmba,. (4.7)
meN
En effet, pour tout N € N et toute ¢ € . on a
D tmplam)l < pale) D [t {am) ™
meN meN

Si N > K, la somme de droite dans I'inégalité précédente est finie, et on obtient

Z tm@(am)

meN

[(0as, ©)| = < COnpnly), ¢ €7,

ot Oy = >, oy [tm|{am) ™", de sorte que 0,4 est une distribution tempérée d’ordre
N.

4.3.3 FONCTIONS OSCILLANTES

Puisque la transformée de Fourier préserve .#/(R"), on a en particulier ¢(§) —
0 quand || — oo pour toute ¢ € . (R™). Puisque

2(6) = [ ety = (pre-)
avec e_g(x) = exp —ix - £, on obtient

Ue_,, — 0.

(te_g: ) €l =00
Comme ¢ est quelconque, cela signifie que u._, — 0 dans .#”(R") quand || — oo,
alors méme que |e_¢(z)| = 1 pour tout z € R™. Cet exemple nous dit qu’une
fonction qui oscille tres vite est petite, au sens des distributions.
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4.4 QOPERATIONS SUR LES DISTRIBUTIONS TEMPEREES

Définissons a présent quelques opérations sur les distributions qui nous per-
mettront de les manipuler a 'instar des fonctions.

QUESTION. Etant donné un opérateur continu A : . — ., dans quelle mesure
peut-on [’étendre continiment a un opérateur

A S - S
Généralement, si A : .¥ — . est un opérateur continu et u € .¥’, on peut
toujours définir la forme linéaire ATu : . — C par
(ATu,0) = (u, Ap), ¢ s

Notons que si v € .’ on a bien ATu € .’ par continuité de A. On obtient un
opérateur dual

AT S
continu, au sens ou A'wu, — ATu dans .’ des que u;, — u dans ..

PRINCIPE GENERAL. Si AT induit un opérateur continu A" : . — &, alors on
peut étendre A a un opérateur continu A : . — ' en posant

(Au, ) = (u, ATp), ues, ¢es.

Ce n’est pas toujours vrai que A" préserve .7 : en effet, soient u € .\ .% et
¢ € ., non nulles. Soit A, , : ¥ — . définie par ¢ — (u,)p. Alors

(A ¥) = (&, Aupt) = (&, (u, 0)) = (9, ) (u, V).

Ceci montre que AI’ » est Papplication ¢ — (¢, p)u, et donc ne préserve pas ..

4.4.1 SUPPORT D’UNE DISTRIBUTION

DEFINITION 4.4.1. Soit u € .. Le support de u, noté supp u, est le complémentaire
du plus grand ouvert 2 C R” tel que pour toute ¢ € .%,

suppp C Q2 = (u,p) =0,

ousuppy = {z € R* : ¢(x) # 0} est le support de la fonction .
Notons que si ¢ € ., alors
SUPP ¢ = SUPP Usp. (4.8)

En effet, si supp¢) C C(supp ) alors u, (1)) = 0. En particulier supp u, C supp ¢.
Réciproquement, soit x ¢ suppu,. Alors il existe U ouvert tel que x € U et
u, (1) = 0 pour toute ¢ € €°(U). Ceci implique que ¢(y) = 0 pour tout y € U,
d’ou x ¢ supp . On a bien montré (4.8).
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EXEMPLE 4.4.2. Pour tout a € R” on a suppd, = {a}. Plus généralement si 0,4
est la distribution définie dans (4.7) et que (a,,) n’a pas de points d’accumulation
alors

supp 0at = {am,m : m € N}.

Un distribution tempérée u est a support compact si supp u est compact. On
note &”'(R™) 'espace des distributions tempérées a support compact.

PROPOSITION 4.4.3. Soient u € &' (R™) et N € N tels que py(u) < co. Alors la
distribution u s’étend en une forme linéaire u : €~ (R") — C telle que pour tout
ouvert borné 0 C R™ contenant suppu, il existe C > 0 telle que
[(u, o)| < Cllellen g
Ici €N () est 'espace des fonctions de classe €Y sur , muni de la norme

eN(Q) = Z sup [0%¢|.

|lal<N

1%

Démonstration. On fixe x € €°(Q2) telle que y = 1 sur un voisinage de supp u.
Soit ¢ € .. Alors supp((1 — x)¢) C Csuppu, donc {(u, (1 — x)¢) = 0. Il suit que

[(u, )| = [{u, (1 = x) + xp)| = [(u, x¢)| < py(u)pn(XP)-

On a py(xp) < Collxpller @) ot Cop = max|qj<n SUp,eq |2¢]. Pour tout @ € N™ on
peut écrire
0*(xp) = Y ey X g
Yo
ou les ¢, sont des constantes dépendant de o et n. Comme supp x C €2 on déduit
de cette égalité
Ixellen ) < Crllelley @
ou C dépend de x, N et n. En posant C' = p}(u)C, on obtient

[(u, )] < Cllgllgn - (4.9)
Soit €N (2), 'espace des fonctions de classe € sur 0 dont toutes les dérivées
d’ordre < N sont bornées. Muni de la norme || - [[¢~(q), cet espace est complet.

Par ce qui précede, on a |(u, xp)| < C||¢||¢v o). pour toute fonction ¢ € €°(2) .

Mais 6,°(€2) est dense dans %" (2), et donc la forme linéaire p — (u, x¢) s’étend
en une forme linéaire continue

ug : 6N (Q) — C,

qui vérifie [(uq, p)| < Cllellgn @) pour toute ¢ € €V (Q). Pour toute ¢ € €V (R)
on définit alors (u, p) = (ugq, p|q). Cette forme linéaire vérifie (4.9), et elle coincide
bien avec u sur . puisque pour toute ¢ € . on a (u, ) = (u, xp) = (uq, ¥|a)
par définition de ugq. O

L 62(Q) = Ny 6 ()
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4.4.2 MULTIPLICATION D’UNE DISTRIBUTION PAR UNE FONC-
TION

Siu e S et p €., on peut définir pu € .’ par
(pu, ) = (u,p¢), Y€ (4.10)

Cette définition est cohérente avec la multiplication des fonctions de Schwartz au
sens ol on a

PUy = Upy, ¢, EL.
EXEMPLE 4.4.4. Sia € R" et ¢ € ., alors pd, = ¢(a)d,. Plus généralement si
dat est la distribution définie dans (4.7) alors

QD(Sa,t - Z tm¢<am)5am~
meN

De maniere générale, on peut multiplier une distribution tempérée u € .’ par
n’importe quelle fonction lisse ¢ telle que pour tout a € N” il existe C,, K, > 0
tels que

|0%p(z)| < Culz)f>, 2z e R™
En effet si ¢ est une telle fonction, alors la multiplication
My = i
est continue et MJ coincide avec M., sur ., donc par notre pincipe général, (4.10)
définit bien une distribution tempérée, et on obtient une application continue
M,: " — 7"
Un fait important est que si u € &’ est une distribution a support compact,
alors on peut définir pu € &' pour tout p € €°(R"), de la maniere suivante. On
pose pu = (xp)u ou y est n’'importe quelle fonction lisse a support compact qui

vaut 1 sur un voisinage de supp u. Cette définition ne dépend pas du choix de x :
si x est une autre telle fonction, alors pour toute fonction 1 € . on a

(xpu, ) = (u, xoh) = (u, xpb) + (u, (x — X)9¥)
et le dernier crochet de dualité est nul puisque (x — X)¢® = 0 sur un voisinage de

Supp u.
Une autre maniere de faire est d’utiliser la Proposition 4.4.3. Si €2 est un ouvert

contenant supp u, alors u induit une forme linéaire continue uq sur €Y (£2). En
particulier, si ¢ € ., on peut définir pu en posant

Cela définit bien une distribution puisqu’on a

[(pu, )| < Cil[(e¥)]allen @ < Copn(¥)
ou C5 ne dépend que de u, 2, p, N, n.
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4.4.3 DIFFERENTIATION DES DISTRIBUTIONS

On veut définir une dérivation au sens des distributions, c¢’est-a-dire donner
un sens aux dérivées partielles 0“u, pour a € N" et u € .. Notons que pour
toutes p, ¥ € ¥, on a

J@ o= -0 [ e
ce qui découle d'une intégration par parties. En particulier, on a
CONPRICHES
Ceci suggere la définition suivante.

DEFINITION 4.4.5. Pour u € .’ et a € N", on définit 9“u € .’ en posant
(0%u, ) = (=D, 0%0), ¢ €.

Puisque la dérivation 0% est continue . — ¥, elle est aussi continue comme
application 0% : ." — ¢ par notre principe général.

EXEMPLE 4.4.6. (i) Pour tous a € R™ et @ € N", la distribution 0%¢, est
donnée par (9%0,,p) = (—1)I*l9%p(a). Plus généralement si 0, est la dis-
tribution définie dans (4.7), on a

(0%0at, ) = (=1)* D> tm0”@(aum).

meN

(ii) Soit H : R — R définie par H(z) =1siz > 0et H(z) =0siz < 0. Alors H
définit un élément uy de ’'(R) qui vérifie vy = dp. En effet, si p € .7 (R),

(g 0) = — (s, ') = — / " ()t = (0) = (B0, 0).

Comme déja évoqué plus haut, on écrira plus simplement H' = § en identi-
fiant H et la distribution associée uy.

EXERCICE 4.4.7. 1. Montrer que pour tout a € R", on a v(9%),) = |a/.

2. En utilisant le théoreme 4.2.3, montrer que pour toutes suites (ax) de R et
(Ar) de RY, il existe ¢ € /(R) telle que

(k)
lim sup —|(P (a)] =0

k Ay
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Le résultat suivant montre que si u € '(R) vérifie v’ = 0 au sens des distri-
butions, alors u est la fonction constante.

PROPOSITION 4.4.8. Soit u € /'(R) telle que ' = 0. Alors u = u, pour une
constante ¢ € R.

Démonstration. En effet, par hypotheése on a (u, ¢’) = 0 pour toute ¢ € .. Soit
X € 6°(R,[0,1]) telle que [, x = 1 et posons ¢ = (u, ). Soit maintenant ¢ € .
et ¢, = [ . Alors ¢ = ¢ — ¢ x vérifie [, ¢ = 0. Nous aurons besoin du résultat
suivant.

LEMME 4.4.9. Soit ¢ € (R). Alors, il existe v € . (R) telle que ' = ¢ si, et
seulement si, [, ¢ =0.

Démonstration. Si ¢ = 1" avec ¢ € . alors

o= tim [ et = tim (v1) - o) =0

a—oo J_ . a—00

puisque ¢ € .¥(R). Réciproquement, supposons fR ¢ =0. Pour t € R on pose

v = [ plas

Alors 9" = @ et on vérifie facilement que ¢ € .&. ]

Par le lemme, il existe 1 € . telle que ¢/ = ¢. Mais alors

0= <uv¢/> = _<uv 95> = _<u790> + C<P<U7X>7

ce qui se réécrit, puisque ¢ = (u, x),

(u,0) = ¢ / ot

On a bien montré que u = u.. O

On conclut ce paragraphe en montrant qu’'une distribution supportée en un
point est une somme de dérivées de la distribution de Dirac.

PROPOSITION 4.4.10. Soit u € .#'(R") telle que supp(u) C {0}. Alors il existe
N eNeta, €C, |a] <N, tels que

U= Z o, 0%0.

|| <N
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Démonstration. Soit N = v(u). Alors la distribution u s’étend a ;¥ (R™), espace
des fonctions ¢ de classe €V sur R" telles que > jal<n SWPgern [|070]|00 < 00

Soient ¢ € €N (R") et x € €>°(R") telles que y = 1 pour |z| < 1/2 et x = 0 pour
|z] > 1. On a
(u, o) = (u, x).
On peut écrire
9%¢(0) o
xe(z) =x(z) Y — (@)
Jal<N

ou g € €°(R™) est telle que 9%g(0) = 0 pour |a| < N. Il suit que

(u,0) = Y (=1)aa0%0(0) + (u, g)

la|<N

ol a, = (=11 (u, 2%x). Pour conclure il suffit donc de montrer que (u, g) = 0.
Soit xr(z) = x(kz). Alors on affirme (1 — xx)g — ¢ dans €Y (R"). En effet,
g— (1 —=xx)9 = xxg- On a pour |a] < N

0*(xkg) = > ;0" xx0" g

S
pour des constantes c¢,. Maintenant |07 x(x)| < meH kP!, Notons & présent que
9°=7g(0) = 0 pour tout v < a, et que [0°7g(z)| < C, o|z|N 17127 Notons que

si x € supp Y alors on a |z| < k~'. On obtient donc
10°09) ()] < 3,0 all ¥k kN DH < op L
v

Par suite [|0%(x#9)|lc — 0 pour tout || < N et donc (1—x4)g — g dans € (R")
et donc (u, (1 — xx)g ) — (u,g) = 0. Mais (1 — xx)g est supportée loin de 0, on
en déduit que (u, (1 — x%)g) = 0. Puisque u est continue sur € (R"), on obtient
(u,g) = 0 et la proposition est démontrée. ]

4.4.4 PRODUIT DE CONVOLUTION SUR .¥(R") x . (R")

Commencons par rappeler quelques propriétés sur le produit de convolution
des fonctions Schwartz. Pour tous ¢, 1 € .% on rappelle que le produit de convo-
lution ¢ x v est défini par

(pr)la) = Wrp)la) = [ pla=po)y, aeR. (1)

PROPOSITION 4.4.11. Pour tous ¢, € %, on a px¢ € L.
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Démonstration. Comme ¢ € . on a C' > 0 telle que pour tous z,y € R,

lp(z — ) (y)] < CJl@]loo(y) ="+,

La fonction y +— (y)~"~! étant intégrable sur R™, il suit du théoréme de dérivation
sous le signe intégral que ¢ x 1 est continue. On a aussi

Floxy) = (Fo)(Fy) € &

puisque Fp, Fu € .. Par inversion de Fourier, la fonction ¢ %1 coincide presque
partout avec F~! (FpF1) € ., et donc partout puisque ¢ x ) est continue. [

REMARQUE 4.4.12. Il n’est pas dur de voir que si p € €°(R") avec [, p =1 et
que p:(z) = e "p(z/¢e) de sorte que (p.) est une approximation de l'identité, alors
pe x ¢ = ¢ dans . quand € — 0 pour tout p € .7.

4.4.5 PRODUIT DE CONVOLUTION SUR ./(R") x .(R")

Siue .S et e S, on définit le produit de convolution de u et ¢ par

(uxp)(x) = (u, p(x =), = €R™

EXEMPLE 4.4.13. Si 0 = Jg est la distribution de Dirac, alors pour toute ¢ € .7,
on a

(0 xp)(x) = (0, 0(z =) = @z = y)ly=0 = ¥()
de sorte que 0 x p = .

THEOREME 4.4.14. Pour tous u € . et p € %, on a u*p € €. De plus, en
notant N = v(u), pour tout o € N", il existe Cp oy pnn dépendant de u, o, n et N
telle que

10°(ux 9)(@)] < Copugmn (@)™,

En fait Coyponn < Cpi(u)pn(0%@) ot C ne dépend que de n et N.

Avant de montrer ce résultat, introduisons quelques notions utiles. Une appli-
cation ® : RY — . admet une dérivée partielle en a € R? par rapport & la i-eme
coordonnée si on a un dévelopement limité de la forme

P(a+te;) = P(a) + twa; +o0x(t)

ol pa; € .7, (e1,...,eq) est la base canonique de R? et ot W(t) = 0 (t) signifie
que ¥ (t)/t — 0 dans . quand ¢ — 0. On note alors J,,P(a) = @ ;.
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DEFINITION 4.4.15. On dit qu'une application ® : R¢ — .¥ est de classe €°
si elle est continue. Par induction, pour N > 1, on dit que ® est de classe €~
sur R? si elle admet des dérivées partielles en tout point par rapport a toutes
les coordonnées, et si les fonctions a +— 0,,P(a) pour i = 1,...,d sont de classe
¢N~'. Enfin on dit que ® est € si elle est de classe €~ pour tout N.

PROPOSITION 4.4.16. Soit ® : RY — . une application de classe €V, et u € ..
Alors Uapplication RY — C donnée par a — (u, ®(a)) est de classe €.

Démonstration. Démontrons le lemme pour N =1 (le cas général est obtenu par
une récurrence immédiate). Pour a € R? on note ¢ (a) = (u, ®(a)). Alors pour
i=1,...,d,

U(a+te;) = (u, P(a+te;)) = (u, ®(a)) + t{u, 0, P(a)) + (u, 0 (t)).
Comme u est continue . — C, on obtient
Y(a+te;) = P(a) + t(u, 0, P(a)) + o(t).

En particulier 1) admet des dérivées partielles en tout point dans toutes les direc-
tions, et 0,,¢(a) = (u,0,,P(a)) pour i = 1,...,d. Les applications a +— J,,P(a)
étant continues, ainsi que u : . — C, les applications a +— J,,1(a) le sont aussi.
Ainsi ¢ € €HR?) et le lemme est démontré. O

Démonstration du théoréme /4.4.1/4. Soit u € " et ¢ € .. Alors 'application
® : R® — . définie par
®(a) = ¢(a—-)

est de classe € sur R™. La proposition 4.4.16 implique alors que uxp € €*°(R"),
puisque u * ¢ coincide avec 'application a — (u, ®(a)).
Il reste a montrer que pour N = v(u) € N il existe C,, y > 0 telle que

[(uxp)(a)] < Cupnn(a)™, aeR, (4.12)

et utiliser la proposition 4.3.1. Soit N € N tel que C; = p¥(u) < oco. Par définition
de py(u) on a, pour tout a € R",

[(u, ®(a))| < Crpn(P(a)). (4.13)

Calculons a présent

pn(P(a)) = Z sup |2°00¢(a — z)| = Z sup |(a — x)*9 ().
lal,|81<N TR lal|81<N €R
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Pour tous «, f € N" avec |al,|5] < N, la formule de Newton donne
|(a — )02 p( Zc la¥2 0P Zcﬂa”’\
Yo <o

pour des constantes ¢, dépendant uniquement de n et a. Mais ; < |y| < N pour
tout 4, donc |a?| < (a), et on obtient finalement

pn(®(a)) < Cpn(p){a)™

ou C dépend uniquement de N et n. En combinant ceci avec (4.13), on obtient
(4.12) avec Oy pn.nv = Cpi(u) pn(p). O

La proposition suivante montre que le produit de convolution se comporte bien
pour la dérivation, et que I'on a des propriétés plus fortes sur ux ¢ si u € &'(R").

PROPOSITION 4.4.17 (Propriétés du produit de convolution). Soient u € %,
e .S et aeN". Alors

(i) 0%(u* @) =0%Urp=ux0%;
(i) siue &' (R") alorsuxp € .S ;
(iii) siue &' (R") et ¢ € €F°(R™) alors uxp € €2 (R™).

Démonstration. Le point (i) découle de
0% (uxp)(a) = (u, (0°¢)(a =) = (=1)*Nu, 8[p(a = )]) = (9"u, p(a — ).
Le point (iii) est clair car si a € R" vérifie
(a + supp ) Nsuppu = ()

alors (u % p)(a) = 0, et ceci est vrai des que |a| est assez grand. Enfin pour le
point (ii) on remarque que si x € €°(R™) vaut 1 sur un voisinage du support de
u, alors (ux ¢)(a) = (u, x(-)p(a —-)). Si N = v(u), on a alors pour tout a

|(ux p)(a)] < Cpn[x(-)p(a — )] (4.14)
ou C' = pi(u). Soit M € N. Si |af,|B] < N et z € R", o

207 (x(2)(a — )] < Cr(2)"(a — m)’M

ou C dépend de «, 3, x et . Pour x € supp yx, la quantité de droite est controlée
par C1Cs(a)™™ pour une constante Cy ne dépendant que de supp . Ainsi (4.14)
donne

[(u* @) (a)] < CCLCy{a)™"

En utilisant 0°(u  ¢) = u x 0% et en appliquant 1'estimée précédente avec 9%y
a la place de ¢, on obtient que u*x ¢ € .. H
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PROPOSITION 4.4.18. Soit ® : R? — .7 une application continue (au sens de la
déﬁm’tz’on 4.4.15) telle que pour tout N € N, on a [, pn(®(a))da < oo. Alors
Jga @(a)da € 7 et pour tout u € 7,

/ﬂ{{d(u,@(a))da = <u,/Rd<I>(a)da> :

Démonstration. Découle de la linéarité de u et de ce qu'on peut approximer les
intégrales par les sommes de Riemann. Les détails sont laissés en exercice. O

Siu € S et p, 1 € ., laproposition ci-dessus appliquée a ®(a) = p(a—-)1(a)
donne

(et = [ Guple = W@is = (u [ olo = oz,

Il suit que

(uxp, 1) = (u, p* ). (4.15)

COROLLAIRE 4.4.19. L’inclusion €°(R") — . est d’image dense : pour tout
u e S, il existe une suite (i) de €°(R™) telle que uy,, — u dans ..

Démonstration. Soit x € €*(R) telle que x(t) = 1 pour t < 1 et x(t) = 0 si
t > 2. Pour tous k € N et x € R” on pose xx(z) = x(|x| — k). Alors xx € €°(R™)
et notons que si p € . on a xrp — ¢ dans .. En effet, pour N € N on a, quand
k — oo,

pyn (1 = xx)p) < C sup Z 120 p(z)| — 0.
2 ol s1<v

Il suit que xxu — u dans .’ pour tout u € .. Soit maintenant p € €°(R")
telle que [p, p = 1. Pour k > 1 on pose py(z) = k"p(kz) de sorte que (p;) est une
approximation de 'identité. Posons a présent

up = () * pr, k> 1

Alors uy € €°(R") par le point (ii ) de la proposition 4.4.17, car x u € &'(R")
et pr € €°(R™). Par la formule (4.15) on obtient alors, si ¢ € .7,

(ur, V) = ((xew) * pr, ¥) = (Xxu, pr * V).

Mais pr x ¥ — 1 dans .¥ par la remarque 4.4.12 et on a vu que yzu — u dans
<. Ainsi le corollaire 4.2.5 permet d’affirmer que

Otr, e x ¥) = (u, ¥)

ce qui implique u; — u. Le corollaire est démontré. O
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On conclut cette section en remarquant que le produit de convolution s’étend
en une application

E' xS =S
En effet, si u € & et v € ¥, on peut définir
(uxv,0) = (u,0xp), @€,

puisque, si ¢ € ., on a v x p € € par le théoreme 4.4.14.

4.4.6 'TRANSFORMATION DE FOURIER SUR .%/(R")

On veut construire une application continue F : ./ — .’ qui coincide avec
la transformation de Fourier usuelle sur ., c¢’est-a-dire qu’on veut

@ZU@, pe.S.

Si une telle application existe alors nécessairement, pour tous ¢, ¥ € ., on doit
avoir

T = usv) = [ o = [ 0= {us,0).
Ceci suggere la définition suivante.

DEFINITION 4.4.20. Pour toute distribution tempérée u € .’ on définit u € .7
par
(U, ) =(u,9), ¢e.

La continuité de F : .¥ — . assure que la formule ci-dessous définit bien une
distribution.

EXEMPLE 4.4.21. (i) Si # est la distribution de Dirac, alors 6 € L>® N %>(R™)
avec

~

o) =1, £eR"
En fait si a € R”, on a 0,(€) = exp(—ia - £). En effet, si ¢ € ., on a
(b 9) = (0) = [ o) 4E = ()
avec e,(&) = exp —ia - §.

(ii) Sin = Let Y nom € L'(R) est le peigne de Dirac, alors la formule
sommatoire de Poisson s’écrit

Z 527rm = Z 5m

meN meN
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(iii) Le théoréme de Shannon affirme que si ¢ € & vérifie suppp C [—a, ],
alors pour tout a € R on a

ola) = Z sinc(aa — nm)p(nm/a).

neL

Ceci se rééerit (uq, ) = 00l Uy = dg— o7 SINC(@aA—NT)0pr /o Le théoreme
de Shannon signifie donc que pour tout a € R”

supp u, N |—a, af = 0.

PROPOSITION 4.4.22 (Propriétés de la transformation de Fourier sur les distribu-
tions). Soient u € ., p € . etv e &' Alors

(i) v € € (R") et sie_¢(v) = exp(—iz-§) on a
(g) = <U76—€>)

et si N =v(v) on a pour tout v € N*

<)

070(E)] < C1 ()™, § € R™;

(i) v est analytique sur R™ et s’étend en une fonction holomorphe sur C*, ¢’est-
a-dire une fonction holomorphe en chacune de ses variables ;

(iil) uxp=u-Q, etuxv=0-0;
(iv) si @ € N™ alors doy = (1€)*u.

Démonstration. Montrons (i). Soit x € €>°(R™) telle que x vaut 1 sur un voisinage
du support de v. Alors pour tout ¢ € . on a (v, ) = (v, xp). En écrivant

@)@ = [ eOx@e <
et en utilisant la proposition 4.4.18 avec

O (2 p(Ox(a)

on obtient bien

<a@=/wmuwa%,

ce qu’on voulait (comme y = 1 sur suppv on a (v,e_¢) = (v, xe_¢) par définition
de (v,e_¢)). Enfin, on a dle_¢(z) = (—iz)7e_¢(z) et donc

00(6)] = (v, 00e_)| <Cv Y sup |adF[(—ix) e—(x)]| < Col&)™

|a|,|ﬂ|<N TESUPP v
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ou C7 = py(v) et Cy ne dépend que de suppw,~y, N et n. Le point (ii) est laissé
en exercice.

Les deux derniers points sont valides si u € €°(R"), donc ils le sont aussi
pour u € .7’ par densité de €>°(R") dans .#" et par continuité de u — u* @ et
u +— U@ comme applications .’ — .’ (ceci reste vrai si on remplace ¢ par v par
le point (i)). O

PROPOSITION 4.4.23 (Distributions harmoniques sur R"). Soit u € .’ telle que
Au =0 dans .. Alors u est une fonction polynomiale de 1, ..., x,.

Démonstration. Par la proposition 4.4.22 on a Au = —|€*4. L'hypothese Au = 0
implique alors que supp ¢ C {0}. Par la propositon 4.4.10, on déduit qu’il existe
N eNeta, € C, |a| < N, tels que

i = Z 1,09,

la|<N
Notons a présent que
FH0%)(x) = 2m) " T F(0%0)(x) = (2n) " T (iz)*Fé(x) = (2m) " (—ix)>.

Il suit que u(z) = F1(a)(z) = (2m)™ > laj<n Ga(—1)%1%2®, ce qui conclut la
démonstration. O
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CHAPITRE 5

EQUATIONS D’EVOLUTION

Dans ce chapitre nous introduisons trois équations d’évolutions qui proviennent
de la physique : I’équation chaleur, I’équation de Schrodinger et I’équation des
ondes. Nous donnons les solutions de ces équations dans 'espace des distributions.
Enfin nous définissons les espaces de Sobolev et étudions le comportement des
équations d’évolution sur ces espaces. Une référence possible pour ce chapitre est

2].
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5.1 FONCTIONS LISSES A VALEURS DISTRIBUTIONS

DEFINITION 5.1.1. Soit u : R — .. Pour k € NU{oo} on dit que u est de classe
€* si pour tout ¢ € .7, Iapplication t — (u(t), ) est de classe €*. Pour tout
¢ < k, on note du(t) la forme linéaire
dﬁ
= elult), @),

PROPOSITION 5.1.2. Soit k € NU {oo} et u € €*(R,."). Alors pour tout { < k,
Otu € €F 4R, 7).

Démonstration. 11 suffit de montrer que dFu(t) € .'. Montrons le pour k = 1, le
cas général résultant d'une récurrence immédiate. Soit ¢ € R et (¢;) une suite qui
converge vers t. Alors pour tout ¢ € .,

(Qyu(t), p) = lim <M, go> :

)4 ty—1

En particulier, si v, = (u(t;) — u(t))/(te — t), alors ({ve, )), est bornée pour tout
v, donc par le théoreme de Banach-Steinhaus, il existe C; N > 0 tels que

[(ve, ©)| < Cpn(p), pe€, (N
En particulier [(O;u(t), )| < Cpn(p) et on en déduit que dyu(t) € 7. O

REMARQUE 5.1.3. Si u € ¥°(R,.¥’), alors pour tout segment I C R, il existe
C, N > 0 tels que
py(u(t) <C, tel.

En effet, si ce n’est pas le cas, on peut trouver (tx) est une suite de I telle que
pi(u(ty)) > k. Quitte a extraire, on peut supposer ¢, — t quand k — oo avec
t € I. Comme u(ty) — u(t) dans .’ le théoreme de Banach-Steinhaus nous donne
C, N > 0 tels que py(u(tx)) < C pour tout k. Si k > max(N, ') on obtient alors
k< pi(u(ty)) < py(u(ty)) < C ce qui est absurde.
K
Cette remarque, appliquée a u(t) — Z
k=0

O u(r)
Kl

(t —7)*, donne immédiatement

le corollaire suivant.

COROLLAIRE 5.1.4. Siu € €*°(R,.") alors pour tous K € N et 7 € R,

K

u(t) =3 B 4oy 0,0t - 70

quand t — T.
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Ici, v(t) = O ((t — 7)5*1) signifie que pour tout voisinage borné I de 7 on a
C, N > 0 tels que

[(v(t),0)| < Cpn ()t —7|*F', pes, tel
Nous concluons ce paragraphe en énoncant deux propriétés utiles.

PROPOSITION 5.1.5. Soit A : .¥ — . linéaire continue, telle que A" est continue
S — L. Alors pour tout u € €°(R,.") on a Au € €=(R,.") et

OF Au(t) = AdFu(t), keN, teR.

Démonstration. Soient A, u comme ci-dessus. On traite d’abord le cas k = 1. La
méme démonstration que pour la proposition 5.1.2 implique qu’il existe C, N > 0
tels que

O (Au(t), )] < Cpn(ATe), ¢ €7

Puisque AT est continue . — .7, il existe D, M > 0 tels que px(AT¢) < Dpar(p)
pour toute . Ainsi 0;Au € € (R,.’) et

(OcAu(t), ) = 0(Au(t), ) = Op(u(t), A ) = (Deu(t), A" ) = (Adpu(t), v).

Une récurrence immédiate donne Au € €'(R,.) et 0FAu = AdFu pour tout
ke N. O

PROPOSITION 5.1.6. Soientu € €°(R,.) et & € €°(R,.7). Alorst — (u(t), ®(t))
est une fonction €°(R) et on a

k

O (u(t), d(t)) = Z @) (Ofu(t),0y"®(t)), keN, teR.

=0

Démonstration. Pour k = 1, ¢’est une conséquence de ce qu’on a les développements

u(t) =u(r) + (t = 7) Qu(r) + O ((t — 7)%)

et (t) = O(r) + (t — 1)A®(7) + Or((t — 7)?)

quand t — 7. Le cas général résulte d'une récurrence immédiate. O]

5.2 EQUATION DE LA CHALEUR

5.2.1 MODELE PHYSIQUE

On considere un systeme dans I'espace R"™ dont les caractéristiques, dépendant
du point x € R" et du temps t € R, sont les suivantes :
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p=p(z,t) densité de masse en kg.m3;

e=e(x,t) densité d’énergie J.m™3;

c=c(x,t) capacité calorifique volumique en J.kg='.m=3;
T =T(x,t) température en K;

G = @(x,t) densité de flux d’énergie en J.m—2.s7!;

A= Az,t) conductivité thermique en J.s71. K™

La capacité calorifique est donnée par la relation
e = pcT. (5.1)

Le flux d’énergie est défini de la maniere qui suit. Etant donné un domaine 2 ¢ R®
qui est bordé par une hypersurface S, on a, par définition du flux &,

—

— [ e(z,t)dz = —/ Sz, t)-dS
dt Jq 20

ott dS est I'élément de surface de S , orienté vers 'extérieur. Le théoreme de Stokes
donne

— n
/ gB(x,t)-dSz/divgB(x,t)dx avec  divg =Y i,
oN

Q i=1

ou on a noté G = (p;)i=1,. . Ceci est vrai pour tout domaine €2 et on en déduit
la relation

D’autre part, la loi de Fourier (établie expérimentalement par Joseph Fourier en
1822) stipule que le flux d’énergie (ou de chaleur) est proportionnel au gradient
de la température,

G = —AVT (5.3)
ot VI = (03, T)i=1,. n- En combinant (5.1), (5.2) et (5.3), on obtient

9, (pcT) — div(AVT) = 0.

En supposant que le milieu est homogene et stationnaire, c’est-a-dire que les
quantités p, c et X\ ne dépendent ni du temps ni de 1’espace, on obtient I’équation

de la chaleur 5T \
— = DAT avec D= —>0.
ot pc

La constante D est appelée diffusivité.
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5.2.2 RESOLUTION DE L’EQUATION DE LA CHALEUR DANS L’ES-
PACE EUCLIDIEN

Etant donnée une distribution ug € ', on veut donc comprendre les solutions

u € € (Ry,.") de 'équation de la chaleur
ou
—=A 5.4
ot~ (54)

avec condition initiale u(0) = wug, ou 1'égalité précédente a lieu dans .’. Notons
qu’on a supposé ici D = 1, ce qui est toujours possible quitte a effectuer un
reparamétrage du temps.

THEOREME 5.2.1. Pour tout ug € ., il existe une unique solutionu € €< (R, ")
de (5.4), donnée par

u(t) = ug* Q(t), t=0. (5.5)
On a Q(0) =4 et pourt >0, Q(t) € L(R") avec

Q(t)(w) = (dnt) ™2 exp(—|a|?/4t), = € R™. (5.6)

Démonstration. Soit u donnée par (5.5). Notons que pour tout ¢t > 0, on a

—

Fluox Q(t)) = 1o - Q(t) = o exp(—t[¢[*)

au sens des distributions. Notons que si on note
P(t)(€) = exp(=t[¢[*), t>0, eR",

alors Ug - P € €°(Ry,.¥’) d’ou l'on tire ugx Q = F (4 - P) € €°(R,.¥’) par

la proposition 5.1.5, avec
0 F (1o * Q(t)) = 0u(UoP(t)) = tio - (—[§]*P(t)) = F(uo x AQ(t)).
Par injectivité de F, on obtient
O(ug*Q) — Alug Q) =0

donc u est solution de (5.4).

I reste a montrer I'unicité de la solution. Par linéarité de (5.4), il suffit de
montrer que si v € € (R, .") vérifie v(0) = 0 et Qv = Av on a v(t) = 0 pour
tout ¢. Soit donc un tel v, et soit x € €(R"). On a dw(t) = —|f|2v/(?) Pour
toute ¢ € ., 'application

Ot P(—t)xyp
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est dans €>*(Ry,.) avec 9;®(t) = |£|*®(¢) (notons qu’ici il est important que
X soit a support compact car P(—t) : £ — exp(t|£]?) n’appartient pas & .#!). La
proposition 5.1.6 implique alors

O(P(=t)xv(t), ) = B (v(t), ®(1)) = (—I€[*v(t), ®(1)) + (v (t), [¢2@ (1)) = 0.
Comme P(—O)X@ = 0, il suit que P(—t)Xv/(t\) = 0 pour tout ¢t > 0. En par-
ticulier on obtient Xv( ) = P(t)P(— )XU( ) = 0. La fonction y € €>°(R") étant

arbitraire on en déduit v( ) =0, ce qui conclut la démonstration. O]

5.3 FEQUATION DE SCHRODINGER

5.3.1 MODELE PHYSIQUE

LE QUANTA DE LUMIERE

En 1865, Maxwell prédit que la lumiere est une onde électromagnétique
U(x,t) = Aexp(ik - x —wt), z€R" teR, (5.7)

ce qui est confirmé expérimentalement par Hertz en 1888. Ici A est 'amplitude de
I'onde, k € R™ est le vecteur d’onde et w = w(k) € R est la fréquence angulaire.
Dans le cadre de la théorie ondulatoire, I’énergie d’une onde lumineuse dépend
seulement de I'amplitude de I'onde. Or, certaines expériences laissent penser que
I'énergie transférée de la lumiere a la matiere dépend de la fréquence (et pas de
lamplitude). C’est le cas de leffet photoélectrique : quand on excite une plaque
de métal avec de la lumiere, les électrons ne sont éjectés que pour des fréquences
assez élevées, et I’énergie des électrons est alors fonction de la fréquence. En 1900,
Planck postule alors qu'une onde de lumiere de fréquence w ne peut échanger de
I’énergie avec la matiere que par petits paquets, ou quanta, d’énergie

E = hw (5.8)

avec i = h/2m, ot h & 6,62607015 x 10734m? kg.s™! est une constante introduite
par Planck, qui porte maintenant son nom. Cette hypothese permet a Planck de
vérifier théoriquement les résultats bien connus expérimentalement sur le rayon-
nement du corps noir. En 1905, Einstein change de paradigme et émet I’hypothese
que c’est en fait la lumiere elle-méme qui est constituée de quanta, appelés aujour-
d’hui photons. Ceci lui permet d’expliquer I'effet photoélectrique. Contrairement
a 1’onde lumineuse (5.7), un photon est localisé en espace et en fréquence, et peut
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étre représenté par une superposition d’ondes planes, ou paquet d’ondes, de la
forme

W(a,t) = (27)" / (k) explik - = — wt)dk, (5.9)

olt U est la transformée de Fourier de ¥(z,0).

PROPAGATION DES PAQUETS D’ONDES

On veut trouver, pour tout vecteur d’onde k, la valeur de w = w(k) de sorte que
I'onde A exp(ik - z) évolue sous la forme (5.7) au temps t. Pour ce faire, supposons
qu’on parte d’un paquet d’onde initial de la forme

V. (z,0) = exp(—elz|?) exp(ik - x),

avec € > 0 petit. Quand £ — 0, les variations de exp(ik - ) se font a une échelle
trés petite par rapport a la taille de I'enveloppe exp(—e|z|?). L’équation (5.9) se
réécrit alors

7'(712

U (x,t)=(2m)™" (g) / /e_’7|2/4‘a exp(i(k +n) -2 — w(k +n)t)dn.

En écrivant w(k +1n) = w(k) + Vw(k) -n+ O(|n|?), on peut montrer que pour tous
t,x on a un développement

V(1) = T, (1 Vbt 0) + O (Ve D)

quand € — 0. Autrement dit, dans ’approximation ou la taille de I’enveloppe est
grande devant les oscillations, on obtient que notre paquet d’onde se déplace a
une vitesse £ = Vw(k) : c’est la vitesse de déplacement du paquet d’onde. Dans
le cas d’un photon dans le vide, on doit donc avoir |Vw(k)| = ¢ la vitesse de la
lumiere. On peut supposer que w(0) = 0 et que w(k) ne dépend que de |k|; cela
donne finalement la relation de dispersion

w(k) = c|k|.
Ainsi 'onde lumineuse (5.7) satisfait

1 0%
2oz~ AY

C’est I’équation des ondes électromagnétiques dans le vide.
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DE BROGLIE ET LES ONDES DE MATIERE

En 1924, de Broglie (au méme moment que Davisson et Germer outre Atlan-
tique) postule que la matiere comporte aussi des caractéristiques ondulatoires, et
qu’a toute particule libre de masse m, on peut associer une onde de matiere de la
forme (5.7). 11 obtient la relation de dispersion en raisonnant par analogie avec le
cas du photon. La particule doit avoir une énergie E donnée par (5.8), c’est-a-dire
E = hw. Cette énergie doit coincider avec son énergie cinétique qu’on lui attribue
en mécanique classique, soit

E = mlv|*/2

ou v est la vitesse de la particule. Or on a vu que la vitesse de propagation d'un
paquet d’onde qui oscille dans la direction k se déplace a une vitesse v = Vw(k).
On obtient alors

hoo(k) = %m|Vw(k:)|2.

Compte tenu du fait que w ne dépend que de |k| et que w(0) = 0, on obtient

h
w(k) = %W-

11 suit que 'onde de matiere (5.7) satisfait

o R

C’est I’équation de Schrodinger pour une particule libre dans le vide.

5.3.2 SOLUTIONS DE L'EQUATION DE SCHRODINGER

THEOREME 5.3.1. Pour tout ug € ., il existe une unique solution u € €= (R, .7")
telle que

ou h
% EAu et u(0) = up.
La solution s’écrit u(t) = ugx A(t) ou A(t) € " est donnée par
A(t) = (2rhft|) ™ 2eminmsen®/4 oxp <z@>
2ht

pour t # 0 et A(0) = do.

REMARQUE 5.3.2. A priori, le produit de convolution uyx A(t) n’a pas de sens car
A(t) n’est pas & support compact si ¢ est non nul. En revanche, on a que A(t) est

une fonction de €;°(R") pour tout ¢ de sorte que le produit @, - A(t) a du sens.
On définit alors -
o x A(t) = F! (ao : A(t)) .
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Démonstration. Supposons qu'il existe une solution u(t). En prenant la trans-
formée de Fourier, on obtient

= _ihl{P—=

Oru(t) = — 5 u(t).

Alors en procédant comme dans la démonstration du théoreme 5.2.1, on déduit

—

ult) = i exp(—ithlé[*/2)
au sens des distributions. On obtient finalement
u(t) = up x A(t)

ot A(t) = F'B(t) € ¥ avec B(t) donnée par B(t)(£) = exp(—ith|¢|?/2). Pour
z€ Csgon a

n/2

F (exp(—2[¢%)) = (2m) T F (exp(—[¢) = (2m) " exp(~laf?/42).

Soit ¢ € R*. En prenant z = ¢ + ith/2 et en faisant ¢ — 0, on obtient par
convergence dominée

A(t)() = (4m)~"/2(ith/2) " exp(— o] /2ith),

au sens des distributions, ce qui conclut la démonstration puisqu’on a 1’égalité
(it)~? = |t| 7% exp(—inm sgn(t)/4). O

REMARQUE 5.3.3. La solution de I’équation de Shrodinger est celle de ’équation
ith

de la chaleur quand on remplace ¢ par 5

5.3.3 PROPAGATION DES PAQUETS D’ONDES

On considere un paquet d’ondes gaussien, localisé en (z,§) € R*",

lz —y|

2ecy) = exp (2P0 expli - (y — )/), ye R

PROPOSITION 5.3.4. Le propagé de ®, ¢ est donné par

—it|€|2/2
gitndj2g € 0
z,§ O'(t)n/2 THtEE

avec o(t) = 1+ it et ou on a noté pour o € C\ {0}

07 (y) = esp (2 Y expi -y — ) /).
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Ainsi le paquet d’onde @, se déplace dans a la vitesse &, et s’étale a mesure
que le temps augmente.

Démonstration. On écrit
B, e(y) = (2h) "2 / eI /2h (e =) gy

ce qui donne

. ) Ay —x) — it 2/2
A2 (y ) = (27rh)‘”/2/e"7| /2 exp (Z (E4+1n) - (y—x) —it|¢ + 7%/ )dﬁ'

h

En écrivant |€ + n*> = [£> + |n]? — 21 - € on voit que c’est encore une fois la
transformée de Fourier d'une gaussienne, et on trouve

e e (1 4 i) exp (— |x2_h((f;;f))l ) exp(i€ - (y — x)/h).

On conclut en écrivant exp(i€ - (y —x)/h) = exp(i& - (y —t& —z)) exp(it|¢]*/h). O

5.4 EQUATION DES ONDES

On a vu au paragraphe 5.3.1 qu’une onde lumineuse ¥ (x, t) satisfait I’équation

des ondes )
1R
2 Ot?

ol c¢ est la vitesse de la lumiere. Elle est aussi appelée équation de D’alembert :

ce dernier I’a établie pour une corde vibrante en 1746 en assimilant la corde a des

masses ponctuelles liées par des ressorts ; dans ce cas, il obtient la méme équation

que ci-dessus, avec la vitesse ¢ remplacée par /T¢/m, ou T est la tension de la

corde, ¢ sa longueur et m sa masse.

5.4.1 SOLUTION DE L'EQUATION DES ONDES

THEOREME 5.4.1. Soient ug,u; € #'(R™). Alors il existe une unique solution
u e € (R, telle que

O*u= Au, u(0)=uy et Ou(0)=u.

Celle-ci est donnée par

(tV-4)

u(t) = cos (t\/j) uy + sinm u, teR. (5.10)
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Les opérateurs dans la formule ci-dessus sont définis dans 'espace de Fourier
par

n sin (tv/—A sin(t|€
F[COS (tﬁ) f} =cos(t|¢])f et F [%f} _ (t€])

pour toute f € .#/(R™) — ceci est bien défini puisque pour tout t € R, les
fonctions

ap: & cos(tlg]) et By : & sin(t[E])/[€]

sont lisses et toutes leurs dérivées sont bornées sur R™. On notera plus simplement
Alt) = F "MayF et B(t) = F Mgy F

ou pour toute fonction f, I'opérateur My : ¥/ — . est I'opérateur de multiplica-
tion u — fu.

Démonstration du théoréme 5.4.1. On a 9;5(t) = a(t) et da(t) = —|¢*B(t), de
sorte que
OFA(t) = AA(t) et 07B(t) = AB(t).
Par suite, (5.10) définit bien une solution a I’équation des ondes. I suffit a présent
de vérifier 'unicité. Par linéarité, il suffit de montrer que si u(t) est une solution
telle que
u(0) = du(0) =0 (5.11)

alors u(t) = 0 pour tout ¢. Soit donc u(t) une solution vérifiant (5.11), et donnons-

nous x € ¢°(R™). On pose v(t) = u/(t\) et f(t) = (v(t), x). Puisque u est solution,
on a d2v(t) = —|&[*v(t) et tout £ €N, on a
O f(t) = (1) (u(t), —€*x) et GFTf(H) = (1) (V'(0), 1€1*x) . (5.12)

Soient 7' > 0 et R > 0 avec suppx C {|{|] < R}. Puisque v € €>*(R,.’), la
remarque 5.1.3 donne l'existence de constantes C', N > 0 dépendant de T telles
que pour k € Net ¢ = |k/2], on a

sup [oF (0] < Csup 37 [en0? (—lefn(€))]

On en déduit qu’il existe D > 0 tel que pour tout £ € N,

sup |07 f(1)] < D**.
[t|<T

La formule de Taylor assure alors que f est développable en série entiere sur
[—T,T]. Mais par (5.11) et (5.12), on a

oOFf(0)=0, keN.
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On en déduit que f(t) =0 pour ¢t € [T, T]. Comme T" > 0 et x sont arbitraires,
on a obtenu

(v(t),x) =0, teR, xeE>(R").

Par densité de €>°(R") dans ., on obtient v(t) = 0 pour tout ¢, donc u = 0.
Ceci conclut la démonstration de 'unicité. O

5.5 ESPACES DE SOBOLEV

5.5.1 DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES

Pour s € R, I'espace de Sobolev d’ordre s sur R™ est défini par
HR") ={ue : ({)*uc L*(R")}.

L’espace H*(R™), muni du produit scalaire

(0, 0) e = / AONOE)?dE, v e H (R,

est un espace de Hilbert. La norme associée est

[l e = (1) ull 2

Notons que puisque F est une isométrie L? — L? on a H°(R") = L.

EXEMPLE 5.5.1. (i) Lamasse de Dirac dy appartient & H*(R"™) ssi s < —n/2. En

effet 5o = 1 donc &6y € H*(R™) si et seulement si (£)* € L2 Aprés changement
2s5,.n—1

de coordonnées polaires, cette condition équivaut a ce que r — (r)**r"! soit
intégrable sur R, soit 2s +n < 0.

(ii) La fonction 1 n’appartient & aucun des H*(R") : 1 = (2m)"dy, donc quel que
soit s € R, on a (£)*1 = (27)"dy ¢ L.

Les espaces H® mesurent non seulement la décroissance des distributions a
I'infini, mais aussi leur régularité, comme le montre la proposition suivante.

PROPOSITION 5.5.2. Soient s € R, « € N" et k € N.
(i) L’espace €°(R™) est dense dans H®.

(ii) La dérivation 9° envoie H® sur H*~1°l et on a

[10%ul

go—tol < ||ullgs, uwe H(R™).
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(ili) Pour s=FkeN, on a
H*R™) = {ue LA(R™) : 0°u € L? pour tout B € N" avec |B] < k}
et de plus on a l’égalité

lullfe = D 10%ulfe,  we HARY). (5.13)
181k

Démonstration. Commengons par le point (iii). Soit u € .(R™). Remarquons que
pour tout £ € R™ on a

(&) = (1 +Z|@-\2> =2 IlgP =3 1

1Bl<k j=1 |BI<k

On en déduit que

[ /<€>2’“|ﬂ(§)l2d€ =) /|€5|2|ﬁ(€)|2d§ = > 19%ul..

1BI<k 18I1<k

La deuxiéme égalité montre qu'une distribution u € L? appartient a H” si et
seulement si pour tout |8| < k on a £°U € L2, ce qui revient & demander que
0%u € L2

Montrons maintenant (i). Soit s € R et u € H*(R") de sorte que (¢)*u € L.
Soit x € €°(R") telle que x(n) = 1 pour tout |n| < 2. Posons x, = x(:/¢) pour
¢ € N*. Alors on a x,(£)*u — (£)*u dans L?, ce qui équivaut a uy — u dans H*,
ot on a noté uy = F (). Soit € > 0 et £ tels que ||up — u||gs < /2. Puisque
XU est & support compact, u, est une fonction €°°, et pour tout 5 € N on a
&%, € L? de sorte que 9%uy, € L?. Par ailleurs, si 3 € N” on a

aﬁ(XmW) — 9Py = (Xm — 1)0%u, + Z 0787Xm85_7u5.
0#v<B
Si |z < m,ona (xm—1)(z) =0 et xm(z) = 0 pour tout 0 # . Il suit que
0% (Xmue) — 0Puy dans L? quand m — oo. Soit N € N tel que N > s. Par le
point (iii), il vient
Ixmee = well3re < lxmtte = wellfn = Y 10° (xamtae) — 0|72
IBI<N
On a vu que le terme de droite tendait vers 0 quand m — oo et donc on obtient que
| Xmte — wel| s < €/2 si m est assez grand. Pour un tel m, on a || xmue — u||gs < €.
Puisque xnue € €°(R™) cela montre bien que €°(R™) est dense dans H*.
Montrons finalement le point (ii). Si u € H*, alors (£)*u € L*. Mais alors

(E)* 1 F O ul| 2 = [|(€)*~¥I(i€) | 2 < II(€)°Tll 2
ot on a utilisé |£2] (£)*~1*l < 1 dans la derniere inégalité. Ce calcule implique que
0°u € H*71*l et on a bien I'inégalité annoncée. ]
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5.5.2 INJECTIONS DE SOBOLEV
THEOREME 5.5.3. Si k € N et s >n/2+ k on a une injection
H*(R") = 5 (R"),

ot CF(R™) est l'espace des fonctions €% sur R™ dont toutes les dérivées d’ordre
< k tendent vers 0 a l'infini.

Démonstration. Soient k € N, s > n/2 + k et u € H*(R"). On a, au sens des
distributions, u = F~'v avec v = u € (£)"*L% Pour presque tout £ € R, la
fonction p¢ : & — v(€)e™* est €F et pour tout |a| < k il existe C, > 0 tel que

02 0e| < Calu((E)", =& e R™

Comme u € H*(R™) on a

@M < 1N ©)lin < o0

ot on a utilisé 2(k —s) < —n. Par le théoreme de dérivation sous le signe intégral,
on obtient que la fonction w définie par

u(z) = (2%)”/@(6)6”'%5, r e R",
est de classe €%, et pour tout |a| < k on a 9°u(z) = F~* ((i€)*u) . Ce qui précede

implique que (:£)*a € L'(R™) donc 0°u(z) — 0 quand z — oo par le lemme de
Riemann-Lebesgue. Enfin on a u = F~ ' = @ dans ./, donc u € €} (R"). O

5.6 EQUATIONS D’EVOLUTIONS SUR LES ESPACES DE
SOBOLEV

Dans cette section, on étudie I'action des trois propagateurs sur les espaces de
Sobolev.

5.6.1 PROPAGATEUR DE LA CHALEUR
Siue.S ona
, 1/2
Je*Sullzz = (2r) 2 FeSul e = (2m) ([ e mo)pag)
et la convergence dominée donne ey — 0 dans L? quand ¢ — oo. Si la vitesse de

dissipation n’est pas controlée par la norme L? de u, on peut en revanche borner
sa norme €* en fonction de n’importe quelle norme H*, comme suit.
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PROPOSITION 5.6.1. Pour tous k € N et s € R, il existe C' > 0 qui dépend de n
et k — s telle que

le"ullgr < Cllul

Hs f(t)7 t 2 0, u € y/,
ot f(t) =14+ tF 2 sit <1 et f(t) =2(t)"™? sit > 1.

Démonstration. Si |a| < k on a
lo' -n al —tlE]? 1 -n s —s _—t|¢]?
|07 e u(x)] < (2) /!5 e P [a()|dg < (2m) ™€)l 21 (€)F eI e
Le carré de la derniére norme du terme de droite s’éerit

||<§>k—s€—t|§\2||%2 _ /6_2t|£2<§>2(k_8)df _ VOl(Sn_l) /0 6—2tr2 <T>2(k_s)7“n_1d7“.

On écrit [ e~ (r)2k=s)pn=1dy = fol + [°. Lintégrale sur [0,1] est controlée
par

1
2k—s|/ e—tTQTn—ldr < Oo<t>_n/2,
0

ot Cy ne dépend que de k — s (on a utilisé (r)? < 2 pour r < 1). Pour l'autre
intégrale, on écrit

/ 672tr2 <7,>2(k73)7,,n71d7, _ 2|k3|tskn/2/ 672u2u2(l€75)+n71du
1 Vit
1
< 2|k—sts—k—n/26—2t/ u2(k—s)+n—1du + Clts—k—n/26—t
Vit

ou (' ne dépend que de k — s. On obtient
/ 672157"2 <7,>2(kfs)rn71dr < C2<1 + tsfkfn/Q)eft.
1
avec Cy qui ne dépend que de k£ — s. En remarquant finalement que

Co(t)"? + Co(1 + t57F72)e™ < O f(t)

avec C' qui dépend Cj et Cy on conclut la démonstration. n
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5.6.2 PROPAGATEUR DE SCHRODINGER

La proposition suivante montre que contrairement a 1’équation de la chaleur,
le propagateur de Schrodinger réalise une isométrie sur les espaces de Sobolev : il
n’y a pas de perte d’énergie.

PROPOSITION 5.6.2. Pour tout s € R et tout u € H*(R™) on a
e 2l s ey = Nl 15 ey
Démonstration. En effet, on a
]_—eithA/Qu _ 6—itm5|2/2]_—u
d’ou l'on tire
€™ 2l 1 = |[(€)° F e 2ul 12 = [[€)* Full 12 = |lull -,

ce qui est bien le résultat voulu. O
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