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Echauffement

1. (a) Si f(gq) > 3, le résultat est évident. On suppose donc que f(gq) < 4. Pour z € [0, 1], ’il existe
p € N> tel que

’x_p’< f(p) ()
q q
alors |gx — p| < f(q), doup < qzx+ f(q) < g+ %, ie. p <gq. Ainsi
! ) )
Ag=J Ay Agpi=I0,1 0 (L2, Ladtr)
p=1
Pourp =1,...,q, ((Ag,) <t ((f(qgfp, f(qgﬂ))) = qu(q). Donc
- - 2/(q)
UAg) <D WA <Y =D == =2f(g). (2)
p=1 p=1 p=1 q

(b) Pour z € [0, 1], est vrai pour une infinité de couples (p, ¢) ssi pour tout n > 1, il existe (p, q)
avec ¢ > 1 vérifiant , ie. z € Ay 1l s’agit d’étudier la mesure de Lebesgue de I’ensemble
N1 Uq>n Ag. Sous I'hypothése du second point du Théoréme, la séries ) | -, ¢(A4,) converge.
Par le lemme de Borel-Cantelli B

el U4 | =0

n>1qgzn

i.e. pour presque tout z € [0, 1], n’est vraie pour qu’un nombre fini de couples (p, q).

Développement en fractions continues

2. Pourm=1,0n a

1 — 1 = . - -
[a1(z); T (2)] = a(z)+T(z) [1/z]+{1/z} 1/z

= X.

Pour m > 2, on a

) 4 T(2) = T (@) + () = | ot | + { o } = iy




Ainsi

a1(2) () T ()] = S
ai(x) + 1
. :
O T
_ 1
o 1
a(@)+ - B 1
A1 () + T 1(x)
= a1(@)s- st a (@) T (@),

d’ou le résultat.

3. Le sens «si» est clair. On démontre le sens « seulement si ». Pour = € I rationnel, on écrit z = ¢
avec (a,b) € N%,, ged(a,b) = 1et a < b (les cas ot z = 0 ou z = 1 sont faciles). Ecrivons b = ga+-c

(0 < ¢ < a), alors
o (- (222} -2

On voit que T'(x) € Q et que le dénominateur de T'(z) (sous forme réduite) est strictement plus
petit que celui de x. Ainsi, il existe n > 1 tel que T"(x) a dénominateur 1, i.e. T"(z) € {0,1}.
Donc T+ (z) = 0.

4. (a) Quand n =0, c’est clair. Pour n > 1

Pn—1(2)qn(z) — pn(®)gn-1()
= pn—l(x)(an(x)%t—l(z) + qn—Q(I)) - (an(l')pn_l(l’) +pn_2(f£))qn_1(l’)
= — (Pr—2(®)n—-1(x) = Pn—1(x)gn-1(x)),

d’ott le résultat suit (récurrence sur n).
(b) Quand n =1, on a

p@)+tpole) 1
q1(x) + tgo(x) o a(x) +t = [a1(z);t].
Quand n =2, on a
pa() +tpi(x) _ az(z) + t
g2(z) + tq1(x) ar(x)ag(x) + 14 ay(x)t
1
B 1
ar(e) + as(z) +t
= [a1(x), az(x); t].



On considére n > 3. Si a,(x) =1 et t = 0, par récurrence

[a1(z),...,an—1(x),1;0] =

1
ar(z) + ! 1
_— -
e S
= lai(z),..., an,g(ac);ﬁ(m)_|r1

qn—3(x

)+
ne2(@) + 5255,
)

x)

- an 1(Z‘ DPn— 2( )"’pn 3(m)+pn_2(x)

11 suffit de montrer que

an-1(T)qn—2(T) + gn-3() + ¢n—2(x)
pn 1(1') +pn 2( )
dn— 1($) + qn— 2 )
pn(z)
QH(I)
Si a,(x) >1out >0, alors 7%(913)“ < 1. Par récurrence
1
[G;l(%), 7an(x);ﬂ = 1
ar(z) + .
. 1
anfl(x) + 70%(33) T
= lay(z),...,an—1(x); m}
_ Pa(0) + O
-1 () + 32 a?)i)t
_ an(@)pn—1(z) + pa—2(x) + tpa_1(x)
 an(2)gn-1(2) + gr—2(2) + tgn_1(z)
_ pa(®) +tpu—1(x)
qn(‘r) +tq'n 1( )
D’ou le résultat.
c) De[t} et (4D), on a
o Pa@)| | Pa(2) + T (@)pn_1(z) _ p(@)
Qn(x) Qn(x) + T"(x)qn_l(aj) Qn(x)

— Pn(@)gn-1(2)|
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En effet, comme a,41(z) = LT (I)J7 on a

G1(0) € s < G (@) + 1
Il suit que
1 @)n0) + 1 < B 1) < a0, (0) + )+ 01 (0),
Gnt1(z) < 2nlr) In-1(7) < qn41(x) + gn (@),

ce que nous voulions.

5. Les suites (pn(z))n>1 et (gn(x))n>1 sont croissantes et positives. Pour n > 3, on a

P (%) = an(2)pr-1(x) + Pr—2(x) 2 Pr_1(z) + Pn—2(x) > 2¢/pp_1()pn-2(x).

11 suit que

pn(@) - p3(x) = 2¢/pp_1(2)pn_a(z) - - /p2()
. pu(2)y/Pu-1(2) 2 2" ps(2)/p1() = 2"7% Done pn(x) > 2”’2 et on trouve que py(z) >
2"7°. De méme, ¢, () > 2”7, donc

Pn(@)gn(z) > 2772 (3)
On considére deux cas.

(a) n est pair. Del. .et b)), on a

T n () (Pn(2) + T" (2)pn—1(z))
Pa(@)/an(@)  pa(@)(gn(@) + T7(2)gn_1(x))
T™(2)(Pn—1(2)gn(2) = Pn(®)gn—1(2))

Pn()(gn (@) + T™(2)gn—1(2))
T"(z)
Pn(®)(gn(z) + T(2)gn—1(2))

1
=1+ > 1.

Pu(@) (5 + 401 (2))

=1+

=1+

Donc

1

m(x)/%(x)’ e (1 @ (2 +qn1(w)))
1
o) (B8 + 0 @)
1

P
- pn(z)Qn(x)
< 1

- 2n—2

log

(T"(z) < 1)

(d’apres (3)).



(b) n est impair. Dans ce cas

Pn(2)/qn(x) _ pn(@)(gn(x) + T"(2)gn 1 (2))

)
z Gn () (Pn () + T (2)pn—1(z))
T"(2)(pn()qn—1(%) — pn-1(2)qn(x))

= T @ e (@) + T @pnr(2))
L ()

40 (@) (pn(@) + T (@) 1(2))
=1+ ! > 1,

ane) (5 + pa(0)

et argument est similaire.

La mesure de Gauss

6. On écrit (0,1] = |07 1( L } Pour n € N> eth(

iy onan< = <n+1,dou

1
n+1’n |’

- {2222+

| it

I

= /fOTdu
I

_ 1 /1 f(T(x)) do

B log2 1 +x

- 10 2 Z gL 711_7; o (convergence monotone)
& n=1

_ L f(y)dy
- logZ;/o (y+n)(y+n+1)
1 < [/ 1 1
= - d
logQ;/O <y+n y+n+1>f(y)y

_ 1 [Ty
= (convergence monotone)
log2 J, y+1
= [ fdpu.
I
Donc Typ = p.
7. (a) Soit t € [O 1) et @ = Y, a0, (t) = [a1,...,am;t]. On va montrer que a;(x) = a; pour tout
j=1,...,m par recurrence sur m (d'otton a x € Iy, . 4, ) Quand m =1, on a z = ﬁ,

donc o +1
On considére m > 2. De2}, on salt que

x = [a1($)702($)7 S 7am(x); Tm(x)] =

) — 17 —
<z < oo , dott ag < L < ay + 1. Mais alors a1(z) = a(z) = [1] = a;.

x

1
a1 (z) + [az(), ..., am(x);t]




—
o
~

Il suit que

1
ar + [az, ..., am;t] = ~= a1 (z) + [az(z), ..., am(x); T™(x)]. (4)
Sim=2ett=0,alorsx = ali T = lay; = 25 ). I suit du cas ot m = 1 que a(z) = a1. Sim >3
out > 0, on aura
1
as + i > 1,
ag + 7.. | 1
' Ay, + 1
donc 0 < [(127 ..oy am;t] < 1. En particulier = ¢ Z. De (), [az(x),...,am(z); T™(x)] ¢ Z, donc
[az(z),. .., am(x ) T’”(a:)] < 1. 1 suit que a; = aj(x). Dans tous cas, on a aj(z) = a1 et puis
[ag, ... ,am, ] [az(x), ..., am(z); T™(x)]. Par 'hypothése de récurrence, a,(x) = a; pour tout
2<j<m.

Reciproquement, pour tout = € Iy, idots,a,., O1 & a;(x) = a; pour 1 < j < m. De

z=1[a1,.. ., am; T (x)] = Yq,,..a,, (T (x)).

Soit * = ... a,, (). Il suit du partie précédent que = € I,,,  q,,, i.e. aj(z) = a; pour
j=1,...,m. Par récurrence, on a p;j(x) = p; et g;(x) = ¢; pour tout j = 1,...,m. En outre,
de (4b)), on a

m (L) + tPm—1(2) _ Pm + tPm—1

m(2) + tqm-1(2) G +tqm—1

I1 suit de ([7b)) que la fonction g, .. 4, est continue est monotone. En particulier Io,, g, =
Yay....an, ([0,1)) est un intervalle dont les extrémités sont Emt2m=t of pm . Ainsi

Q/Jal,...,am (t) = [a1($>7 - ,am(a;’); t] = ];

qm +Qm1
_ Dm + DPm—1 DPm _ |pm—1Qm —mem—1| _ 1
oy, o) = |7 — | = =
Im t qm-1  dm G (Gm + @m—1) @ (Gm + @m—1)
(en effet, pour n’'importe quel * € Iy, . a,., O0 & Pm—1dm — PmGm—1 = Pm—1(T)gm(z) —

P () gm—1(x) = (=1)™ par (@b)).

On a vu dans que les Iy, .. 4, sont des intervalles, donc un sens est trivial. Pour le sens
reciproque, il faut montrer que les boréliens sont dans la tribu F engendrée par les intervalles
de cette forme (et T). On divise la preuve en plusieurs étapes.

(i) On a
VnENusy,  Tn=ta(0,1) = {551t e 0.1} = (5. 1]

Ainsi les intervalles ( L1

g 5} sont F-mesurables. De plus, pour tout n € N>

(0’%] = U <k+17k} €F.

k>n

(ii) Pour tous n,k € N,,>1, on a

o 1 _ k+1
Ly = {@V € [071)} = {nkJrl’ n(kJ:_l)Jrl)

Donc, puor tout n € N>

k k+1 _ |11
F3 U [nk+1’ n(k+1)+1) - |:n+17 E)'
k>1

0.2)=U [ 1) er

En particulier, le singletons {%}, n € N>, sont F-mesurables.

Ainsi



(i) Pour tout k € N>1, la fonction vy, est F-mesurable. En effet ), est évidemment injective
d’image Ij. De plus, ¥4 ([0,1)) Ny ([0,1)) = @ si k £ k.
On considére un intervalle I, . ,,,. Par récurrence triviale, on a 4, ... .4,, = %a, 0" 0%a,,-
En particulier

Ial ..... A — wal,...,am([ov 1)) g 1/%11([0, 1)) - Ia1~
Il suit que iﬁ;l(fal,...,am) = @ quand a1 # k. Si a1 =k, on aura

1,

-1 —1 A2,y Om sim > 2
1, a = a1 O 0 Yq 0,1)) = © .
U o) = 0 (ay 00 0,)([0,1) {M el
Dans tous cas, ¥y, ' (Io;,...a,,) € F ([0,1) € F) car {1} € F). La collection {A € Fly, '(A) €
F} est une tribu contenant les intervalles I, . ,,., donc égal & F.

(iv) Les intervalles (0, %] et (0,%) (ot 1 < k < n) sont F-mesurables. On le démontre par

récurrence sur n. Quand n = k (en pariculier quand n = 1), c’est traité. Pour n > 2 et
k < n, écrivons

A

> < k.
Sir=0,alors (0,£] = (0, 1] € F (cas (i) et (0,£) = (0, 1) € F (cas (ii)). On suppose

n
alors que r > 0. Sans peine, on voit que

O] =vn' (1) er (03)=v.' (1)) eF

car (0,1] € F et (O7 %) , (O7 %] € F par ’hypothése de récurrence.

(v) Il suit du cas précédent que tous les intervalles (u,v] = (0,v] \ (0,u] avec u,v € Q sont
F-mesurables. Ils engendrent la tribu borélienne sur I, donc F coincide avec cette tribu.

n=km+r, m>1, 0<r
)

8. C’est vrai pour n’importe quel borélien J.
Observons tout d’abord que pour tous z € [0,1) et k € Ny>q

T(() =T () = {z +k} ==

I suit que T™ 0 4y, ,....a,, = id[o,1)- Or, par l'injectivité de v, .

"7a7n.

T () O Ly ) = / Loy df
T

1
[Prm—1Gm — PmGm—1]
= 1,5(x dx
| oty P et

1 dx
— ]1 -_—
/o Al Perar—-

Pour tout z € I, on a (¢gm + 2¢m-1)> < (@m + @m-1)> < 2¢m(@m + qm-1) (car (gm)m>1 est
croissante). De méme

. qm + gm—1

Ainsi, par (7))
1 1 1 1
/ s(@)dr / 1y(z)de = 01T, a0 )(J)
o 0
( ) ’

Im + qm—-1)* = 2¢m(@m + Gm—1




et

Y1) de 2 ! B
/0 ( < ) /O 1y (@) do = 20T, .0 ().

Im + 2qm-1)%* = @ (@m + Gm-1

On conclut que
(T~ (J) N1a,.....am)
((J)

1
56(11117...,(11%) S S 26(1011;-“7@771)'

9. Soit J C I un borélien tel que T~!(J) = J. En particulier, pour tout intervalle I, .., on a (de

Bh)

N (Iay,...an) <26(J N 14y .. an)-

On va montrer que soit £(J) = 0 soit £(J¢) = 0 (d’ou soit u(J) = 0 soit u(J) = 1 car p < £).
Fixons ¢ > 0. Par la construction de ¢ comme mesure extérieure, il existe un borélien J' O J¢,
qui est une réunion disjointe d’intervalles de la forme I,, ., tel que 0 < £(J'\ J¢) < e. Ainsi,
()T < L(D)E(J") <20(JNJ) =20(J"\ J°) < 2e. C’est vrai pour tout €, donc £(J)¢(J¢) =0,
d’oi le résultat.

Applications aux approximations diophantiennes

10. Montrons par récurrence sur m = 1,...,n que
" 1
H[ak(x), can ()] = @
= Gm—2() + )]

Quand m = 1, les deux cotés sont égales car g_1(x) = 0 et go(x) = 1. Soit m > 2. Par 'hypotheése
de récurrence, on a

m [am(x),...,an(x)}

gm—2()
am—1(x), ..., an(x)]
[am(x),...,
Gm—3(7) + (am-1(2) + [am(2), . ., an(2)])gm-2(z)
[am (), ..., an(z)]
gm-1(2) + [am(z), ..., an(2)]gm—2(z)
1
gm—1(2)

[am(x),. .., an(2)]

[ak(x), ... an(2)] =
k=1 QTVL—S(x) + [

Qm72($) +

D’ou I'affirmation. En particulier, quand n = 1

[Tlar(@), ... an(x)] = =
k=1

11. Pour tous k > k' € N>1, on a
ar=aoT* 1= (ao Tk_k/_l) oTF = aj_p o T
Donc, de (4b)), on a

_ pTL—k+1(Tk71(x))

= |ay k=1 ey Ap— k1 k=1(g .
(@r(@), s an (@) = [ar (T @), (T4 @) = P2 o




En outre, il suit de (4d) que

‘IOngil(x) — [ak(:p)7 .. ,an(x)]\ < Qn—;k—i-l

En sommant par rapport a £ =1,...,n, on obtient

n B n n 1
Zlong l(x)—logH[ak(x),...,an(x)] SZW
k=1 k=1 k=1

i.e. (par[10})

1
<1-go <L

Z log TF~!(2) — log
k=1

1
qn ()
Il suit que
1

1 1 & 1
—1lo - = log TF 1 (x =O(>, n — 0.
o108 n; g T () -

12. Puisque u est ergodique pour T, il suit du théoréme ergodique de Birkhoff et que pour presque
tout z € I'\ Q (1(Q) = 0),

1 1 1 & 1 (Ylogxdx
lim —log—— = lim =Y log7T*"! :/1 dp = / .
R ) ninéon; ogT" (@) = [logdn=105 | =

Pour tout = € (0,1), on a

logz o ko k
= —1)*2" log x.
Tt 1?:0( ) g

On a, pour tout k € N

1 k+1 1
/ zFlogx da = T o8t
0

/1xk+1 dr /lxkda:_ 1
o Jo k+1 = Jo k+1  (k+1)%

o0 1 ee] 1 [e’e)
1
k _ k —
kg_o/o |z logm|d:v—]§_0/0 (—a"logzx)dx = E: CESE < 0.

k=0

E+1

De plus

Par convergence dominée, on a

B (i)

I
|
(]
=~/ |
o =
~—
>~

ol
Il
—

I
|
hE
T -
+
i
gE
8l

k=1 k=1
2 1 x?
= 49.2._
6 71
2
=T
1 1 w2
Donc lim —log = — pour presque tout « € I \ Q. Finalement, pourt tel x, il suit
n—soon - gn(x) 12log 2
de (4d) que
—1 <|zr-— Pn(2) < 1
2qn () qnt1(z) ~ an ()|~ an(@)gn+1(z)




Ainsi

1 1 1 1 pn(z)
— | log + log —log2> < —log |z —
n < Qn(x) qn+1(x) n qn(x)
< ! (1 g + log )
=~ — (1o O, .
n(z) In+1(2)
1 " 2
Il suit que — log |z — Pn(2) — quand n — oo.
n qn () 6log2
13. (a) Pour tous = € I et n,k € N>y, On a équivalence
an(e) = k& a(T" 7 (2)) =k & k < gty < b+ 10 T (@) € (5, 4]
Donc
plo e Lran(@) =k} = (77 ((2504]))
=pu ((%, %]) (T est p-invariant)
1
[k dz
I%i—l 1+2
1/k
=log(l+=x ‘
1/(k+1)
=log (1+ 1) —log (1 + k+1)
Il suit que

plrel:ay(z) >k Z(log (1+1 10g<1+ﬁ>):log(1+%)§%.
=k

Pour une suite a = (a,)p>1 de réels strictement positifs, on note

E,(a):={x€l:an(x)>an} ={z€l:ay(x)>|a,] +1}

Alors
“N U Eale)
n>1lm>n
On a )
;N(En Zl_an 1 ; n<oo

Donc pu(A(a)®) =0 (par le lemme de Borel-Cantelli), i.e. p(A(a)) = 1.

(b) On a
hET

n>1m>n

Il faut donc démontrer que pour tout n > 1

H m En(a)®] =0

m>n

10



Commencgons par le cas oun = 1. Comme p < £, il suffira de démontrer que £ (ﬂm21 Em(a)c) =

0. Pour tout m € N>y, on a

= |_| Iblv'-'yan'

bi<lai],.;bm <lam]

Pour tous m,by,...,byy1 € N>y et x € I, p,., on a équivalence

Tm(x) S Ibm+1 = Q(Tm(l‘)) = bm+1 = a,m+1(x) = bm+1 <> T E Ibl,...,berl
ie. T7™ Iy, ) N 1oy, b = 1oy, by - En appliquant , on a
C(Emtr(a) N1y, p,,) < 20T, . 0,0 (Emy(a))

de sorte que

ot C est une constante qui ne dépend de rien puisque ¢(E,,11(a)) est de 'ordre de 1/(ap,+1+1)
(en effet p({z € I, ams1(z) = k) = p({z € I, a1(z) = k}) = 1/k — 1/(k + 1) par [6}, donc

UEms1(8)) > OBy () > ). Par suite,

Am41 +1

m—+1
? ( ﬂ Ek(a)c> =/ |_| Iy, b N Emgi(a)”
k=1

bi1<ay,....bm<am

C
<(1-———— LIy, ... b,
- ( Amt1 7+ 1) blgal,;am@m o)
C m
=(1- V4 FEi(a)¢
( am+1+1) <D1 k( )>

On obtient pour tout m € N>

m—+1 m
log ¢ < ﬂ Ek(a)c> < log (1 - a.fH) + log ¢ (ﬂ Ek(a)c> .

k=1

Par continuité des mesures, on obtient

log ¢ m E(a)° ] < Z log (1 — am_f—l-l> + log ((E1(a)°).

m>1 m>1

La série ) L__ diverge (si elle converge, on aura —-— — 0, donc a,,, — 00 ; en particulier,

m>1 a,,+1 am+1
L < %ﬂ pour m assez grand, qui implique que Zm21 % converge, c’est absurde). Il suit

C 1
10 1_7 < — —_— = —00,
Z g( am+1—|—1>_ mz>1am+1—|—1

que
m>1

11



En conséquence, £ (ﬂm>1 Em(a)c) =0, dou p (ﬂm>1 Em(a)c) =0.
Considérons maintenant n > 1 quelconque. Soit a’ := (a})k>1, OU @), = ap4n—1. Pour tout
x € I et tout m > n, on a équivalence

z € Ep(a) & am(z) > am < a(T"H2)) > am < a(T™ (T H(x)) > am
A amfnJrl(Tn_l(x)) > a;n—n+1 And Tn_1<33) € EmfnJrl(a/)'

Donc E,,(a) = T-"*Y(E,,_,41(2")). Par la p-invariance de T', on a

H m En(a)® | =p m Epn1(@)" ) =p ﬂ En ()] =0.

m>n m>n m>1

La derniére égalité vient du fait que la série ) - a# = >n % diverge, et qu’on a traité
le cas ou n = 1.
Pour presque tout = € I, on a lim %log gn(z) = % < log4 (Partie ), donc il existe
n— 00 g
N(z) € N> tel que
Vn > N(z), qn(z) < 4™

La suite (¢f(g)q est décroissante, donc

p(n) =4"f(4") < qn(2)f (gn(2))

pour tout n > N(x).

On a nécessairement f(g) > 0 pour tout ¢ (sl existe go tel que f(go) = 0, comme (gf(g))q est
décroissante, on aura f(q) = 0 pour tout g > go, qui contradit le fait que Zq f(q) diverge).
Montrons que la série Y ¢(n) diverge. En effet, la suite (f(g))4 est décroissante car f(g+1) <
44 < f(q), done

g+1
SH0= Y fa) <34 5@) =33 pn).
g>1 n>0 g=4n n>0 n>0

Il suit de que pour presque tout x, a,y1(x) > % infiniment souvent. Pour tel x et n, par

@(n
= (z) 1 1 (n)
_ Pn(T pn
"7 @] T 6@ (@) St @0 @ ga@)?
De , on a
’x_ pue)| _ flan(a)
qn () qn ()

infiniment souvent. Mais la suite (g, (z)),>1 est strictement croissante, d’ou la preuve de la
premiére partie du Théoréme.
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