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Perturbation des valeurs propres
1. On a
(A=m)A=N[A-N" A=) =(A-p) (A=) = (\—p)id,,

o (AN (A
A-N"A-pt=2 270 1
(A=A - ) — (1)
2. Soient p > p’ > 0 tels que D(A, p) Nsp(A) = D(\, p') Nsp(A) = {\}. Alors
(z — A)~! est bien défini, donc tous ses entrées sont holomorphes au voisinage
de l'annulus {p’ < |z — A| < p} (car elle sont des fonctions rationnelles). Il
suit de la formule de Cauchy que

1 (z—A)de = — (z— A)tdz.
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3. Soient p > p' > 0 comme dans la partie [2l On a

1 1
T Er,p YY) Cg)\,p’
= : 2 —A) N w— A dzdw
o /] A

1 z— A —(w—A)! ,
- iy /[g ) ( ) ” —<z ) dzdw (partie [1})
A,PX A, p

(w—A)~? dw)

1 1 d
+— —./ “ ) (w— A) " dw.
21 Je, y 21 Jg, , 2 — W

1 dw 1 dz
Or — = 0 pour tout z € €, et — = 1 pour tout
2mi Je, W=z 21t e, g ETw

w € 6\, par la formule de Cauchy. Il suit que I3 = II,.
4. On rappelle que la différentielle du déterminant en A € GL,(C) est

M,(C) > H v det(A) tr(A™ ' H).
Ainsi, pour d(z) = det B(z), on a
d'(z) = det B(2)tr(B(2) ' B'(2)) = d(2) tr(B(z) ' B'(2)).
5. Soit B : C — M,(C) définie par B(z) := z — A. Elle est holomorphe de

dérivée B'(z) = id,. Soit N l'ordre d’annulation de d(z) := det B(z) en A, qui
est la méme chose que dim¢ Cy ¢c. On a

1 B 1 _ 1 d'(2)
trIly = — t —A) YN dy = — tr (B(z)'B’ :—/ d
P T o ., r((z ) ) © 7 o ., r( (2) (2)) 2mi Je, , d(z) :

(partie [4.). Par la formule de Cauchy cette valeur est N. Observons que les
entrées de (z — A\)V(z — A)~! sont de la forme
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I1 suit que ces entrées sont holomorphes au voisinage de \. Ainsi

(= AV = A7 = (A= =) +Z<> V(e = A

a ses entrées holomorphes au voisinage de A. En prenant p assez petit

A\ — ANHA_—l A—AN(z—A)tdz =0.
( 271
T 5)\4)

Il suit que I'image de IIj est contenue dans C ¢. De ., on sait que Il est un
projecteur. Comme rang Il = trlly = N, on a ImII, = C) c.

. De , IT) fixe les vecteurs dans C) ¢. Soient A\, € sp(A), A # pet p >0

tels que D(A, p) Nsp(A) = {A}, que D(u, p) Nsp(A) = {u} et que D(A, p) N
D(p,p) =2.0n a

(1 -l RS -l
ILII, = (27”, [ﬁp(z A) dz) (27”, /%W(w A) dw>
— — A -1 — A -1
(27TZ>2 //;A,px(gu,p (Z ) (w ) dZdw
_ 1 z-A) "' (w-A)" .
= mip //Q{A’prfu p — dzdw (partie [1})

par la formule de Cauchy. Ainsi les Iy, A € sp(A) sont les matrices des
projecteurs spectraux complexes associés a A.

. Les coefficients de (z—A)~! sont holomorphes au voisinagesde U\  |J  D(\, p)
Aesp(A)NU
pour p assez petit. Par la formule de Cauchy

- I -t
[y = Z II, = [KA z —27”, (z—A) " dz.

Aesp(A)NU )\Esp(A mU » ou



10.

Comme U est compact, il existe un voisinage % de A dans M, (C) tel que
det(z — M) ne s’annule par sur QU pour tout M € %/. Ainsi

1
Iy (M) = Z II\(M) —/ (z— M) tdz
U

2me
Xesp(M)NU

définit une fonction a entrées holomorphes.

. Pouruw € Cy\ g, on aIlyu = u (on peut voir u comme un vecteur dans C", alors

u € Cyc). De méme, si p € sp(A) NR est différente de A, on a IIyu = 0 pour
tout v € C), r. Finalement si p1 € sp(4) \R et u € C, 7, il existera v € C" tel
que u+iv € Cyc et u —iv € Cyc. Ainsi II(u +iv) = II)(u — iv) = 0, d’ou
I[Tyu = 0. On a montré que les vecteurs propres réels généralisés de A sont
envoyés sur les vecteurs réels. Ainsi 'image de R™ par II, est contenu dans
R", donc les entrées de II, sont réelles.

Dans |§|., on a montré que IT,IT, = 0 si A # p. Comme \ # ), on a
IG5 = (I + TIy)* = I} + I = I + 15 = 10, 5.
Soit u € C 5. Soit v € R™ tel que u+iv € C)c et u —iv € (5. On a
HA,XU = I u + I5u

1 1 1 1
= —II\(u+iv) + §HA(u —w) + =IIx(u +iv) + §H;(u — )

2 2

1 1 1 1
:§(u+iv)+§-0+§-0+§(u—iv)
= Uu.

De méme, si i € sp(A) \ R différente de A et de A, on aura IT, su = 0 pour
tout u € C . Si p € sp(A) NR, on aura IT, su = 0 pour tout u € C, r. Avec
le méme argument comme celui dans ., on voit que les entrées de II, § sont
réelles.

De @., pour A € sp(A) \ R, II, 5 est un projecteur d'image C, 5. Il suffit de
montrer que le produit de deux matrices distinctes, choisies arbitrairement
dans les matrices données, est 0.

a. Si A pesp(A)NR et A# p, on a bien I, = 0 (6]).
b. SiAe€sp(A)NR et u€sp(A) avec Sp > 0, on a

T\, = T,IT, + T\IT; = 0.
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c. Si A\, peesp(A)NR avec A > 0et Su >0, 0n a
T, 311, 5 = T, + T + T, + Tl = 0.

On en déduit le résultat.

Classification topologique des flots contractants

11. On fixe A € M, (R). Soient z1,..., 2 € C les racines de

P(z):=det(z — A) = 2" + a12" " + -+ ap,

de multiplicités respectives my,...,my. On fixe ¢ > 0 tels que les disques
D(z;,¢), 7 =1,...,k soient deux a deux disjoints et n’intersectent pas l'axe
imaginaire. Alors pour j =1,...,k, P ne s’annule pas sur 9D(z;, ). On pose

0 := min min ]P(z)\
© 1<j<kz€dD(zje) 1 - + |z|nt

> 0.

Soit %/ un voisinage de A dans M, (R) tel que pour tout B € %, le polynoéme
caractéristique de B a pour la forme

det(z — B) = Q(2) = 2" + b12" ' + -+ + by, V1</t<m, |by—a <o.

Par conséquent, pour tous 1 < j < ket z € 0D(z;,¢)

Q(2) = P < Y [be — ael |2 < 6(|2"" +--- +1) < [P(2)].
=1
Il suit du théoréme de Rouché que ) a m; racines dans D(z;,e) (compté
avec multiplicité) pour chaque 7 = 1,... k. Ce sont toutes les racines de
@ en raison de degré. Ainsi, si A € sp(B), il existera 1 < j < k tels que
IRA — Rz;| < |A—z;| <e. Il suit que RA < Rz; + ¢ < —a(A) +e. Donc
—a(B) = max R\ < —a(A) +¢e <0,
A€esp(B)

ie. a(B) > a(A) — . De plus, supposons sans perde de généralité que que
Rz = max Nz; = —a(A). Soit Ay € D(z1,¢) Nsp(B), alors RN — Rzy| <

1<5<k
A1 — 21| < e. Il suit que

—a(B) = max RA >R\ >Rz —e = —a(A) —¢,

Aesp(B)



12.

i.e. a(B) < a(A) 4+ €. On conclut que % C M, (R) et que pour tout B €
U, |a(B) — a(A)| < e. Ainsi, M, (R) est une partie ouverte de M,(R) et
l'application « : M, (R) — R+ est continue.

Soit ||-|| la norme euclidienne sur R™. Pour A € M, (R), on définit

ViR, HxHA:—J | e e as 2)
0

qui est bien défini. En effet, soient d €]5(A), a(A)[ et C' > 0 tels que

Ve € R", Vs >0, ez < Ce® =
Alors
> * C? l||”
(2BA) (| 54z 12 g < CQH$|’2/ p2s-a) gg - ST
foe el : 2= 3(4)

De plus, définit une norme. En effet, cette norme est induite par un produit
scalaire (-, -) , défini par

Vz,y € R", () 4 = / e298(4) <€SAZL‘, eSAy> ds.
0

ou (-,-) est le produit scalaire usuel. Soit z € R™ et t > 0, on a

el = o [ pona a
0
— \// e2(u—t)B(A) ”euAa:H2 du
\/6 2t5(A / e2upf(A |GUA£L'H du

Dl -

Montrons finalement que ’application
M, (R)xR" = Rso,  (A,z) [|z[)

est continue. Fixons A € M (R), x € R" et € > 0. Controlons tout d’abord

le terme -
[ e a
M
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pour M assez grand et (B,y) assez proche de (A, x).

La matrice e est hyperbolique, & valeur propres ayant module au plus e,

D’apreés le cours, on sait (en utilisant la forme normale de Jordan) qu’il existe
une norme adaptée ||-||" sur R tel que H}eA‘H/ < e~ (rappelons que a(A) >

d > B(A)). Si B est assez proche de A, on aura |||e?]||" < e~?. Posons

C := max " |le"y| > 0.
0<y<1
lyl'=1

Pour s > 0, écrivons s = m + v avec m € N et v € [0, 1[. On a, pour tout y
tel que |ly||' = 1 et tout B € M, (R) assez proche de A

ey < (H!eBH!')m lemy]" < emCre = Crem™.
I1 suit que, pour tout B assez proche de A
vyeR",  [lePy| < Cre Iyl
Finalement, soit Cy > 0 tel que
vyeR", |yl <oyl

Pour tout B assez proche de A est tout y € R"

') oo 2
el as < [ (el a
M M
e / OB |11 s
M
!
_ CEC3(llyll )2621\4(5(3)—(1)‘
2(d— B(B))

(car B(B) < d). Soit % un voisinage de A dans M,,(R) tel que d — 3(B) > p
pour tout B € % et un certain p > 0 ne dépendant pas de B. Soit U un
voisinage de x dans R™ tel que ||y||" < 2||z||" pour tout y € U. On a

oo 20202 2
VM > 0,V(B,y) € Z# x U, / e258(B) HeSByH2 ds < =122 077 2 (ll=11) e Mp,
M P

On choisit My > 0 tel que
20103 (||l=|I")

2
e 2Mor =
p 3



13.

14.

Pour tout (B,y) € Z x U, on a

[ ey s [T e as) < %
Mo Mo 3
Quitte a choisir Z et U plus petit, on peut supposer que
V(s By) € [0, Mo] x % x U, |29 [|eBy|[* = 29 ||t < —.
0
Donc, pour (B,y) assez proche de (A, x)
Mo 2 Mo 2 €
‘/ ?sP(B) HeSByH ds —/ e84 He“‘x” ds| < 3
0 0

On conclut alors que ‘||y||ZB — ||x||?4| < € si (B,y) est assez proche de (A, x).
Autrement dit, I'application (A, x) — ||z|| 4 est continue.

Soit A € M, (R),onaa(A) > 0et 5(A) > 0. Il suit que pour tout x € R™\{0}
et toust >s € R,on a

Jetta], = [l e, < 0D e, < [l .

i.e. la fonction ¢ — He”‘x” 4 est décroissante et continue. De ,on a

W20, [l <Ol [leal], > el
Ainsi
Jim [, =0, T [etha], = +oc

Il exite un unique 74(z) € R tel que HeTA 2’ JEHA =1, 1e 4@y e S,

Montrons que application (A, z) — 74(x) est continue de M, (R) x (R™\ 0)
dans R. Soit A, — A et x, — x. On pose t, = 74, (x ) Pour tout n, si
@]l 4, > 1, alors £, > 0, donc 1 = ||e!Aa, HA < e A |z, L suit

1H||rn||An

B(An
e~ B ||z ||, - T suit que ¢, >

que t, < 810 < ||laall,, <1, alors t, <0, donc 1 = ||e"Ana, HA

ln”fﬂnHAn

B(An)

. Dans tous cas, on a

I |||, |

vn’ tn S b)
bl < =30



15.

16.

YE
B(A)
borné). Donc la suite (t,), admet au moins une valeur d’adhérence. Soit ¢

une telle valeur. Alors ||etAx:c|| = 1. Par unicité de 74(x), on a nécessairement
t = 74(x). Donc 74(z) est la seule valeur d’adhérence de la suite (t,),. Ainsi
Ta, (T,) — Ta(z) comme désiré.

La méme preuve donne 74, (x,) — —oo si x = 0. Ainsi (A4, ) — @(A)(z) est
continue M, (R) x R* — R".

En effet, p(A)(z) = e@ema@Ag pour tout x € R™ \ {0}, car @Az est
déja dans Sa. Soit ¥(A) : R — R™ donnée par (A)(0) = 0 et ¥(A)(y) =
e~ nllvl)Ap (). Bien str, 1)(A) est continue en tout point de R™\ {0}. De
plus, pour y € R™ \ {0} tel que ||y||, <1, ona —In|ly||, > 0, donc

[ AL < PO a4 = w3 — 0

quand y — 0. D’ou la continuité de 1(A) en 0.
Soit z € R™\ {0}. On a [|o(A)(z)| , = @ HeTA("”)AHA = ¢ (@) donc

D(A)(p(A) () = e TIea@IDAn 4 (04 (2))
— e—TA(.Z’)A (PA(.TJ)
eTA(x)

o (em(wemxmx)

eTa(T)

(valable méme si z,, = 0), qui converge vers (en particulier, il est

=
De méme, pour tout y € R™\ {0}, on voit facilement que

e (A) )], = Iha@)ll4 =1,
donc 74 (¥(A)(y)) = In |y ,. I suit que

P(A) (W (A)(y)) = emlaelnlolady (4)(y)
= llyllshaly)
= .
Donc ¢(A) est un homémorphisme. De plus, pour x € R\ {0} et t € R
||e(TA(x)—t)AetAxHA 1

donc 74(e!4x) = 74(z) — t. 11 suit que

P(A) () = era@—tTa@=DAgA L o~tera@) Ta@ Ay — o=t A)(z).
Ainsi, e7tp(A) = ¢(A) o e pour tout t € R.
Il suit de . que p(A) est une conjugaison entre les flots ef4 et e~*idn,

9



Stabilité structurelle des flots linéaires hyperboliques

17. On pose
E*(A) = @ C\r | @ EB Cix
Ae€sp(A)NR>o Aesp(A)\R
RASO0,
IA>0
et

18.

E*(A) = @ Cyr | @ EB Cix

A€sp(A)NR<o Aesp(A)\R
RA<O,
IA>0

Alors R = E°(A) @ E*(A). Posons A, := Algsay et Ay = Alpua)- On
obtient A, € M, ,y(R) et —A, € M, (R). De ., on a E*(A) C E*(A)
et E“(A) C E%(A), donc R" = E*(A)+E"(A). De plus, si z € E*(A)NE"*(A),
on peut écrit x = x5 + xz, avec x; € E*(A) et z, € E*(A). Il suit que

tAy A A

e T — etAa:S — 0.

t——+o0

z, =z, =€
Or ||lzy|_,, < e PEA||eeg, ||, — 0 quand t — 400, donc ||z.]|_, =0,
ie. z, = 0. De méme, xs; = 0 et on conclut que x = 0. 1l suit que E*(A) N
E"(A) = {0} et on a une somme directe

R" = E°(A) @ E"(A).

En particulier, E*(A) = E5(A) et E“(A) = E*(A).

Soit U un ouvert borné de {z € C, Rz < 0} qui contient sp(A)N{z € C, Rz <
0}. En utilisant les notations comme celles dans [7}, on a m4(A) = Iy (A).
Le méme argument avec le théoréme de Rouché comme celui dans [11} nous
donne un voisinage ¥ de A dans M,(C) tel que pour tout B € ¥, on a
B € Hyp,(R) et sp(B)N{z € C, Rz < 0} C U. Soit Z un voisinage de
A dans M,(R) tel que toute matrice B € % appartienne aussi & ¥". Alors
[Iy(B) = ms(B) € M,(R) pour B € %, et lly : # — M,(R) définit une
fonction continue, car elle est la restriction d’une fonction holomorphe. On en
déduit que 'application A — 74(A) est continue de Hyp, (R) dans £ (R")?.
Méme argument pour A — m,(A).
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19. Soit % comme dans [18]. Puisque dim E*(M) = trmy(M) € N et que M
ms(M) est continue, on a que M — dim E*(M) est localement constante. Soit
vy, ..., v, une base de E*(A). Alors pour tout M assez proche de A, on a que
la famille (7s(M)v;)i=1,., est libre (cette famille dépend continiment de M
et vaut (Ui)izl .....
assez proche de A, on a le résultat.

.....

20. On fixe (uq, ..., u,) une base de E*(A), que ’on compléte en une base (uy, ..., u,)
de R"™. Alors pour tout M proche de A, la famille

B(M) = (mg(M)uy, ..., ms(M)Up, Upsy1, ...\ Up)
reste libre, ainsi que la famille
B(M) = (Mms(M)uy, ..., Mrg(M)t,, tpiq, ..., Up)

puisque M préserve £°(M) et est inversible. On note P(M) la matrice de
B(M) dans la base S(M). Notons

P(M) = (Q(éw ) Inor)'

Alors par définition, la matrice de gs(M)Mmy(M)|gs(a) dans la base (u1, .. ., u,)
est donnée par Q(M). 1l suffit donc de montrer que M +— Q(M) est conti-
nue. Ceci sera vrai si M — P(M) l'est. Or on a (en identifiant les bases
B(M), B(M) avec les matrices les représentant dans la base canonique de R™)

P(M) = B(M)B(M) ™",
ce qui conclut puisque les applications M +— (M), 3 (M) sont continues, et
I'inversion est continue GL(n,R) — GL(n,R).

21. Pour M € %, les valeurs propres de M|gs() ont parties réelles négatives,
celles de M aussi. On définit @, : % x E*(A) — E°(A) par

V(M,xs) € E°(A), O (M, x,) = (A) " o o(M)(zs)
ot '’homéomorphisme ¢(B) : E*(A) — E*(A) est défini dans pour chaque
B e Z(E*(A)) ayant seulement les valeurs propres de partie réelle négative.
Alors ©4(M,-) = ©(A)™ o p(M) est un homéomorphisme (en particulier,
O (A, ) =idpgs(a)). Soient M € %, t € Ret x5, € E5(A). On a

P(A) (B, (M, 2,)) = e p(A)(Bo(M, 5)) = e p(M)(w,) = (M) (e ,).

11



22.

Il suit que
etAfis(M, zs) = @(A) o @(M)(etﬁxs) = &)S(M, etM:I;s).

En remplagant A par —A dans . (et choissisant % plus petit si nécessaire),
on peut supposer que pour chaque M € %, m,(M)|gu(a) : E*(A) — E*(M)
soit un isomorphisme d’inverse ¢,(M) et qu’il existe un application continue
®, : U x E*(A) — E*(A) vérifiant

ot M = g, (M)Mm,(M)|pu(a), telle que ®,(M,) : E*(A) — E“(A) soit un
homéomorphisme pour tout M € U et que <I>u(A, -) = idgu(a). On définit
alors

U x R* — E5(4), (M, ) — By (M,qs(M)my(M)z)

G, U X R" — E'(A), (M, z) — Du(M,qu(M)m,(M)z)

et
®:% xR"— R", (M, z) — &(M,x) + D (M, ).

Pour chaque M € %, on note U, (M, : E* (A) = E°(A) (resp. U, (M, :

E"(A) — E“(A)) linverse de ®4(M, ) (resp. de ®,(M,-)). Définissons
U:% xR" > R", (M, z) > m(M)Uy (M, z,) + 7 (M)W, (M, z,)

ou xy = ws(A)x et x, = m,(A)z, qui est continue. De plus

U(M,®(M,x)) =V(M,D,(M,x)+ D, (M, z))
= 7Ts(jw) (M P (M7 1’)) +7TU(M){I;U(M7 CI)U(M, ZL‘))
s(M)qs(M)my(M)x + 7, (M) qu (M )m,(M)z
=ms(M)x + m,(M)z

I
3

|
8
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et
(M, ¥ (M, x))

= &, (M, U(M, z)) + &y (M, U(M, )
WM, 2)) + Bu(M, qu(M)m, (M)W (M, z)
U, (M, ® U

= &)S<M; QS(M>
= (M, qo(M)my(M)Ts(M, 2,)) + ®u(M, qu(M)m,(M)¥(M, z,))
- EIV)S(M’ \AI}S(M’ xs)) + &)u<M7 CI}(Mv mu))

=X+ Ty

7s(

M)
M)

= X.

On conclut que ®(M,-) : R™ — R" est un homéomorphisme pour tout M €
% , et qu’on a une application continue % — Homeo(R"), M — ®(M,-) (la
topologie sur Homeo(R") est la topologie compacte-ouverte), car % et R"
sont localement compacts. De plus, ®(A,-) = idg».

Finalement, soit ¢ € R. On rappelle que

\TIS(M, etAa:S) = etM@S(M, Ts), \TJU(M, etAa:u) = etﬁ\Tfu(M, Ty).

Pour tout M € %, les espaces E*(M) et E*(M) sont M-invariants, donc M
commute avec les projecteurs ms(M) et m,(M). Il suit que

U (M, ex)
= 1o (M) U (M, 7y (A)ez) + 7o (M) Uy (M, 70 (A)e2)

|
o
=
K
w
=
Cbﬁ#
N
=
_l’_
3
2
=
Sk
=
=
Q@F
=
8
g

I
mﬁ-
S
o
=
=
=
S
_l’_
Cbﬁ#
S
3
£
=
K
=
=
&
g

Ainsi e!4®(M, x) = ®(M,eMz), i.e. on a donc une conjugaison ®(M,-) entre
les flots €' et '™, qui varie continuement en M € % et ®(A,-) = idg~. En
autres termes, le flot e est structurellement stable.

Applications : conjugaisons en famille

23. On a discuté 'ouverture des %;, j = 0,...,n dans . Il reste a montrer leur
connexité. Soit I; € %; la matrice diag[1,...,1, —1,..., —1] (j entrées sont 1).
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Toute matrice M € %; s’écrit M = PHP~, ou H = diag[As, ..., A, By,..., B, C4
telle que

a. Les Ay (1 < k < r) sont les blocs de Jordan réels associés aux valeurs
propres positives de M.

b. Les By (1 < k < s) sont les blocs de Jordan complexes associés aux valeurs
propres de partie réelle positive de M.

c. Les Cy (1 < k < u) sont les blocs de Jordan réels associés aux valeurs
propres négatives de M.

d. Les Dy (1 < k < wv) sont les blocs de Jordan complexes associés aux valeurs
propres de partie réelle négative de M.

e. La somme des tailles des Ay et By est m(A).
f. det(P) > 0 (on peut remplacer P par —P si nécessaire).

L’ensemble GL"(R) des matrices de déterminant positif est connexe par arcs,
donc on peut trouver un chemin p(¢) : [0,1] — GL}(R) tel que p(0) = P et
p(1) = id,,. Trouvons maintenant un chemin dans %; reliant H a I;.
Al
a. Soit 1 <k<retA,= , A > 0. Le chemin
A

(L—tA+t 1—t¢
Vte[0,1]  au(t) = :
(1— A+t

relie ag(0) = Ay a ai(1) = diag[l,...,1]. De plus, les valeurs propres de
ag(t) (qui sont (1 —t)A 4 t) sont positives pour tout ¢ € [0, 1].

Q ids )
b. Soit 1 < k < set By = ,QI[Z_,CL>O,67£0.Le
Q
: | =tha+t —b(1—1) . s .
chemin ¢(t) := b1—1) (L—ba+t relie ¢(0) = @ a ¢(1) = ids.

Ainsi, le chemin

Vit € [0, 1] bk(t) = :
q(t)
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relie b, (0) = By, a bg(1) = diag[l,...,1]. De plus, les valeurs propres de
b (t) (qui sont (1 —t)a+t £ ib(1 — t)) sont de partie réelle positive pour
tout ¢ € [0, 1].

c. De méme, on peut trouver les chemins ¢, reliant Cy a diag[—1,...,—1]
(1 < k < u) tel que les valeurs propres de ¢ (t) sont négatives pour tout
t € [0,1]; et les chemins dj, reliant Dy a diag[—1,...,—1] (1 < k < v) tel
que les valeurs propres de di(t) sont de partie réelle négative pour tout
t€0,1].

Ainsi, on a un chemin
h = diaglay,...,am, b1, ... bs,c1,. .. Cu di, ... dy) 2 [0,1] = %
reliant ~(0) = H a h(1) = I;. En conséquence, on a une chemin
vee(0,1],  m(t) = p)h(t)p(t)" € %

reliant m(0) = PHP™' = M a m(1) = I; dans %;. Donc %; est connexe par
arcs.

De [22}, pour tout s € [0, 1], il existe un voisinage ¥, C %; de M(s) et une
application continue ®; : 7; x R™ — R™ telle que pour tout s’ € [0, 1] avec
M (s) € ¥, on ait une conjugaison ®,(s’,-) entre les flots e"M() et M) ; et
que Dy(s,-) = idgn.

Soient 0 = 55 < s1 < -+ < s, = 1 tels que pour chaque 1 < k£ < m,
M ([sk-1,sk]) € ¥ = V5,_, (par compacité et connexité). On note @y, := ®
pour 1 < k < m. On définit une application continue

Sk—1

Fy. : [sk—_1,sk] =& Homeo(R"), s+ ®y(s1,) 00 Pp_1(sk_1,) 0 Pi(s,-).
pour chaque 1 < k < m. Pour tout (s,t) € [sg_1, k] X R, on a

Fi(s) o etM(s) — Dy(s1,-) o 0Dp_1(sp_1, ) 0 Pr(s,-) o etM(s)

= ®y(s1,) 0 0Dp_1(Sk-1,-) 0 etM(si-1) o Dy (s, -)

— @1(817 ') o etM(Sl) ©---0 ék,‘(sﬂ )
— etM(SO) le) @1(817 .) O« - @1(817 )
— et o Fk(s)
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Or, pour 1 <k <m—1, ona Ppq(sy) = idg, donc Fi(sx) = Frr1(sk). On
peut définir donc une application continue ¥ : [0,1] x R® — R"™ en posant
U(s,z) = Fg(s)(x) lorsque s,_1 < s < sg. De plus,

(s, ) = e Fi(s)(z) = Fi(s)(e™MPz) = U(s, M) y),
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