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Exercice 1.— Etudier 'appartenance des distributions suivantes aux espaces de Sobolev H*(R¢)
en fonction de s € R et de d € N*:

1. les fonctions z +— 1 et z +— e~ l121% 5, 0j00 (ot j € {1,...,d}), 0%y (ot @ € N¥),

2. pour d = 1, les fonctions H = 1p+, z +— e 1% et 2 — ﬁ

Exercice 2.— On considere I'opérateur différentiel P = A% + A — 2 dans S’(R"), ou l'on
rappelle que A =30, 8? et A2 =AoA.

1. Soit k € N. Montrer que si u € L?(R") satisfait Pu € H¥(R"), alors u € HF4(R").

2. P est-il injectif sur L?(R") ? Sur S’(R") ?

3. Montrer que si T € L?(R") vérifie PT € S(R") alors T € C*(R").

Exercice 3.— Soit u € H'(R%,C). Pour tout ¢ > 0, on définit u. := /|ul? + 2.
1. Soit o € CX°(R?,C) et, pour tout € > 0, . := \/W Calculer V..
2. Soit (p;)jen C C°(RY,C) vérifiant p; — u dans H!(R?, C).
(a) Montrer que ¢; . j_:>oo u: dans S'(R%), olt 'on a défini p; . := /|p;]? + £2.
(b) Montrer que, pour tout £ > 0, on a

Re(p;Vep;) , Re(aVu)

Pij.e J=+oo Ue

dans L'(RY,R%).

(¢) En déduire que Vu, = Re(@Vu)  qans S'(R%, RY).

Ue
3. Montrer que Vu, converge dans L? (Rd, R%) lorsque € — 0% et déterminer sa limite.

4. Montrer que u. — |u| dans S’'(R?).
e—0t
5. En déduire que |u| € HY(RY), et que ||V|u|l|r2 < ||Vul 2.

Exercice 4.—

1. Soit p € C°(R3) et soit € R3.
Montrer que |o(z)[* < 2 [, |¢(2)]?|01¢(x)|dz1 et en déduire que
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. En intégrant successivement par rapport a x1, x2, x3 et en utilisant I'inégalité de Holder,

montrer que

/Rs |p(2)[°dz < Véi]i[l (/R @(x)ﬂ@m(x)\dx) 1/2,

(/R Iso(x)lﬁdx>1/3 < 4f[1 (/R |aigo(9:)]2dz> "

En déduire que, pour tout ¢ € C°(R3), on a I'inégalité de Sobolev

([eera)” < 2 ([ weepa)”

1
1 tayt
Rappel. Pour tous ay,az,a3 >0, on a (ajazaz)s < “H2Tas,

puis que

. Soit u € HY(R3). Montrer que u € L5(R3) et que |lulz6 < C||Vullz2.

Indication. Utiliser la densité de C°(R?) dans H'(R3).

. En déduire que, pour tout p € [2,6], u € LP(R?) et ||ul|zr < Cpllul|g-

Indication. Utiliser 'inégalité de Hélder et l’égalité paramétrique

12,6[= {201—-0) + 60, 6€)0,1[} .

Soit u(z) = ||z||*¢ "Il a € R. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles u € LP(R?)
(o1 p > 1) ainsi que celles pour lesquelles v € H'(R3).
Peut-on étendre le résultat de la question 4 & p > 6 ?

Exercice 5.— Soient f,g € H*(R?), ol d € N* et s € R vérifient s > g.

1.

Montrer que f € L*(R?) et qu’il existe une constante C; > 0 telle que || f || z1 < Cu|f | as-
En déduire que f € L%(R?) N L>(RY).

. Montrer que h = fg € L'(R?) N L®(R?) et que h = (27)~f % 3.

Montrer que h = fg € H*(R?) et qu'il existe Cy > 0 telle que ||h||gs < Col| |z |9l as-
Indication. On pourra vérifier et utiliser la relation

Ve € RY (14 €A < 277 (14 liE = )Y+ (1 Il ?).



