
Analyse de Fourier Université de Nantes
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Exercice 1.— Étudier l’appartenance des distributions suivantes aux espaces de SobolevHs(Rd)
en fonction de s ∈ R et de d ∈ N∗:

1. les fonctions x 7→ 1 et x 7→ e−‖x‖
2
, δ0, ∂jδ0 (où j ∈ {1, . . . , d}), ∂αδ0 (où α ∈ Nd),

2. pour d = 1, les fonctions H = 1R+ , x 7→ e−|x| et x 7→ 1
1+x2

.

Exercice 2.— On considère l’opérateur différentiel P = ∆2 + ∆ − 2 dans S ′(Rn), où l’on
rappelle que ∆ =

∑n
j=1 ∂

2
j et ∆2 = ∆ ◦∆.

1. Soit k ∈ N. Montrer que si u ∈ L2(Rn) satisfait Pu ∈ Hk(Rn), alors u ∈ Hk+4(Rn).

2. P est-il injectif sur L2(Rn) ? Sur S ′(Rn) ?

3. Montrer que si T ∈ L2(Rn) vérifie P T ∈ S(Rn) alors T ∈ C∞(Rn).

Exercice 3.— Soit u ∈ H1(Rd,C). Pour tout ε > 0, on définit uε :=
√
|u|2 + ε2.

1. Soit ϕ ∈ C∞c (Rd,C) et, pour tout ε > 0, ϕε :=
√
|ϕ|2 + ε2. Calculer ∇ϕε.

2. Soit (ϕj)j∈N ⊂ C∞c (Rd,C) vérifiant ϕj → u dans H1(Rd,C).

(a) Montrer que ϕj,ε −→
j→+∞

uε dans S ′(Rd), où l’on a défini ϕj,ε :=
√
|ϕj |2 + ε2.

(b) Montrer que, pour tout ε > 0, on a

Re (ϕ̄j∇ϕj)
ϕj,ε

−→
j→+∞

Re (ū∇u)

uε
dans L1(Rd,Rd) .

(c) En déduire que ∇uε = Re (ū∇u)
uε

dans S ′(Rd,Rd) .

3. Montrer que ∇uε converge dans L2(Rd,Rd) lorsque ε→ 0+ et déterminer sa limite.

4. Montrer que uε −→
ε→0+

|u| dans S ′(Rd).

5. En déduire que |u| ∈ H1(Rd), et que ‖∇|u|‖L2 ≤ ‖∇u‖L2 .

Exercice 4.—

1. Soit ϕ ∈ C∞c (R3) et soit x ∈ R3.
Montrer que |ϕ(x)|4 ≤ 2

∫
R |ϕ(x)|3|∂1ϕ(x)|dx1 et en déduire que

|ϕ(x)|6 ≤
√

8
3∏
i=1

(∫
R
|ϕ(x)|3|∂iϕ(x)|dxi

)1/2

.
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2. En intégrant successivement par rapport à x1, x2, x3 et en utilisant l’inégalité de Hölder,
montrer que ∫

R3

|ϕ(x)|6dx ≤
√

8
3∏
i=1

(∫
R3

|ϕ(x)|3|∂iϕ(x)|dx
)1/2

,

puis que (∫
R3

|ϕ(x)|6dx
)1/3

≤ 4
3∏
i=1

(∫
R3

|∂iϕ(x)|2dx
)1/3

.

3. En déduire que, pour tout ϕ ∈ C∞c (R3), on a l’inégalité de Sobolev(∫
R3

|ϕ(x)|6dx
)1/6

≤ 2√
3

(∫
R3

|∇ϕ(x)|2dx
)1/2

.

Rappel. Pour tous a1, a2, a3 ≥ 0, on a (a1a2a3)
1
3 ≤ a1+a2+a3

3 .

4. Soit u ∈ H1(R3). Montrer que u ∈ L6(R3) et que ‖u‖L6 ≤ C‖∇u‖L2 .
Indication. Utiliser la densité de C∞c (R3) dans H1(R3).

5. En déduire que, pour tout p ∈ [2, 6], u ∈ Lp(R3) et ‖u‖Lp ≤ Cp‖u‖H1 .
Indication. Utiliser l’inégalité de Hölder et l’égalité paramétrique

] 2 , 6 [ = { 2(1− θ) + 6θ , θ ∈]0, 1[ } .

6. Soit u(x) = ‖x‖αe−‖x‖, α ∈ R. Déterminer les valeurs de α pour lesquelles u ∈ Lp(R3)
(où p ≥ 1) ainsi que celles pour lesquelles u ∈ H1(R3).
Peut-on étendre le résultat de la question 4 à p > 6 ?

Exercice 5.— Soient f, g ∈ Hs(Rd), où d ∈ N∗ et s ∈ R vérifient s > d
2 .

1. Montrer que f̂ ∈ L1(Rd) et qu’il existe une constante C1 > 0 telle que ‖f̂ ‖L1 ≤ C1‖f‖Hs .
En déduire que f ∈ L2(Rd) ∩ L∞(Rd).

2. Montrer que h = fg ∈ L1(Rd) ∩ L∞(Rd) et que ĥ = (2π)−df̂ ∗ ĝ.

3. Montrer que h = fg ∈ Hs(Rd) et qu’il existe C2 > 0 telle que ‖h‖Hs ≤ C2‖f‖Hs‖g‖Hs .
Indication. On pourra vérifier et utiliser la relation

∀ ξ , η ∈ Rd , (1 + ‖ξ‖2)s/2 ≤ 2s−1
(

(1 + ‖ξ − η‖2)s/2 + (1 + ‖η‖2)s/2
)
.
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