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Exercice 1.— Pour T € S'(R%), on définit J(T) = T par
(T,¢)s1s = (T,¢)s1.s pour tout p € S(RY), ont J(p) = ¢ : x> p(—2),
et on dit que T est paire (resp. impaire) si T = T (resp. T = —T).
1. Montrer que F o J = J o F et que (27)?1d = J o F o F sur S(R?) et sur S’(R?).
2. Montrer que si T est paire (resp. impaire) si, et seulement si, T Vest.
3. Soit @ € R. Déterminer les transformées de Fourier de €'* et de &,.

Exercice 2.— Justifier que les fonctions suivantes appartiennent a S’(R) puis calculer leur
transformée de Fourier :

cos(z), wsin(z), e (b>0), 1322
x
Exercice 3.—

1. On veut ici calculer la transformée de Fourier de T := vp(2) € S'(R).

~

(a) Montrer que i(T) = 2wy puis qu'il existe C € C t.q. T = —2irH + C dans S'(R).
(b) Montrer que C = i.

2. En déduire la transformée de Fourier de H dans S'(R).

3. En utilisant le méme type de raisonnement qu’a la question 1, retrouver sinc dans &’ (R).

Exercice 4.— Soit f € L'(R3) une fonction & support compact telle que ng f(z)dz =0.

~

1. Montrer que f(§) = O(||€]|) au voisinage de 0.
2. En déduire I'existence d'une unique fonction u € L?(R?) telle que —Au = f dans S’(R3).

3. Cela reste-t-il vrai sans I'hypothese [ps f(x)dz =07

Exercice 5.— Dans cet exercice, p est une mesure de probabilité sur (R?, B(R%)).

1. Montrer que T, : ¢ € S(RY) > [pa ¢ dp définit un élément de S'(RY), puis que sa
transformée de Fourier i := ﬁ € S'(R?) est donnée par la fonction & — [, e du(z).

2. On dit qu'une suite de mesures de probabilité (i, )nen sur (R%, B(R?)) converge étroitement
vers f si :

v e CORY N L=(RY), /Rdfdun — /Rdfdu-

n—-+o00

On veut montrer que cela équivaut a la convergence de (7}, )nen vers T), dans S’ (RY)
et on suppose dans la suite de cette question que cette derniere convergence a lieu.



(a) Soit f € CO(R?). En régularisant f par une approximation de I'unité, montrer que

/ e — / n
R4 n—+00 Jpd

(b) Soit f € CO(RT)NL>(R?). Pour R > 0, on définit x g := x(%), ot x € C>®(R%;[0;1])
vaut 1 sur B(0,1) et 0 sur R?\ B(0,2).

i. Montrer que, pour tout R > 0,

lim sup ’
n——+00 R

f(l - XR)d:un

<1l [ (1= xwda.

ii. En déduire la relation ci-dessous pour tout R > 0, puis conclure,

imsup| [ i~ [ g <2050 [ (0= xwia
n—+oo | JRd R4 R4

3. Soit (fin)nen une suite de mesures de probabilité sur (R?, B(R?)). Montrer le théoréme de
convergence de Lévy : (un)nen converge étroitement vers pu si, et seulement si, (fin)neN
converge simplement vers Ji.

Il exziste un énoncé plus fort : (n)nen converge étroitement vers une mesure de proba-
bilité si, et seulement si, ([in)nen converge simplement vers une fonction continue en 0.

Exercice 6.— Soient ¢ € S(RY,RT) vérifiant [pap(z)dz = 1 et (¢ = 5_d<p(é))s>0
I’approximation de I'identité associée.

1. Montrer que . — &y dans S'(R%).
e—0t

2. (a) Soit f € C(RY) vérifiant | Hlim f(z) = 0. Montrer que f est uniformément con-
x||—+00

tinue et que f x . — f uniformément.
e—0t

(b) Soient f,g € S(R?). Montrer que, pour tout a € N%,

“(frg) = Y (g) (@@ f) % (o).
BeNY, B<a
(¢) En déduire que f * ¢ —0>+ f dans S(RY) pour tout f € S(RY).
e—
Indication. Si f € L®(R?) et g € LY(RY), alors ||f * glloc < ||.flloo llgll1-

3. Soit T € S'(RY).
(a) Montrer que T x . — T dans S'(R%).
e—0t

(b) Soit (xe := x(g-))es0, ot X € C®(RY) vaut 1 sur B(0,1) et 0 sur R?\ B(0,2).
Montrer que x. (T * ©¢) — T dans S'(R9).
e—0

4. Soient p € [1,+oo] et f € LP(R?). Montrer que f % . — f dans LP(R9).
e—0
Indication. On rappelle que h € R+ 1, f := f(- — h) € LP(R?) est continue.



