
Analyse de Fourier Nantes Université
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Exercice 1.— Pour T ∈ S ′(Rd), on définit J (T ) = Ť par

〈Ť , ϕ〉S′,S := 〈T, ϕ̌〉S′,S pour tout ϕ ∈ S(Rd), où J (ϕ) = ϕ̌ : x 7→ ϕ(−x),

et on dit que T est paire (resp. impaire) si Ť = T (resp. Ť = −T ).

1. Montrer que F ◦ J = J ◦ F et que (2π)d Id = J ◦ F ◦ F sur S(Rd) et sur S ′(Rd).

2. Montrer que si T est paire (resp. impaire) si, et seulement si, T̂ l’est.

3. Soit a ∈ R. Déterminer les transformées de Fourier de eiax et de δa.

Exercice 2.— Justifier que les fonctions suivantes appartiennent à S ′(R) puis calculer leur
transformée de Fourier :

cos(x) , x sin(x) , e−b|x| (b > 0) ,
x

1 + x2
.

Exercice 3.—

1. On veut ici calculer la transformée de Fourier de T := vp( 1x) ∈ S ′(R).

(a) Montrer que i(T̂ )′ = 2πδ0 puis qu’il existe C ∈ C t.q. T̂ = −2iπH +C dans S ′(R).

(b) Montrer que C = iπ.

2. En déduire la transformée de Fourier de H dans S ′(R).

3. En utilisant le même type de raisonnement qu’à la question 1, retrouver ŝinc dans S ′(R).

Exercice 4.— Soit f ∈ L1(R3) une fonction à support compact telle que
∫
R3 f(x) dx = 0.

1. Montrer que f̂(ξ) = O(‖ξ‖) au voisinage de 0.

2. En déduire l’existence d’une unique fonction u ∈ L2(R3) telle que −∆u = f dans S ′(R3).

3. Cela reste-t-il vrai sans l’hypothèse
∫
R3 f(x) dx = 0 ?

Exercice 5.— Dans cet exercice, µ est une mesure de probabilité sur (Rd,B(Rd)).

1. Montrer que Tµ : ϕ ∈ S(Rd) 7−→
∫
Rd ϕdµ définit un élément de S ′(Rd), puis que sa

transformée de Fourier µ̂ := T̂µ ∈ S ′(Rd) est donnée par la fonction ξ 7→
∫
Rd e

−ix·ξ dµ(x).

2. On dit qu’une suite de mesures de probabilité (µn)n∈N sur (Rd,B(Rd)) converge étroitement
vers µ si :

∀ f ∈ C0(Rd) ∩ L∞(Rd) ,
∫
Rd

fdµn −→
n→+∞

∫
Rd

fdµ .

On veut montrer que cela équivaut à la convergence de (Tµn)n∈N vers Tµ dans S ′(Rd)
et on suppose dans la suite de cette question que cette dernière convergence a lieu.
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(a) Soit f ∈ C0c (Rd). En régularisant f par une approximation de l’unité, montrer que∫
Rd

fdµn −→
n→+∞

∫
Rd

fdµ .

(b) Soit f ∈ C0(Rd)∩L∞(Rd). Pour R > 0, on définit χR := χ( ·R), où χ ∈ C∞(Rd; [0; 1])
vaut 1 sur B(0, 1) et 0 sur Rd \B(0, 2).

i. Montrer que, pour tout R > 0,

lim sup
n→+∞

∣∣∣ ∫
Rd

f(1− χR)dµn

∣∣∣ ≤ ‖f‖∞ ∫
Rd

(1− χR)dµ .

ii. En déduire la relation ci-dessous pour tout R > 0, puis conclure,

lim sup
n→+∞

∣∣∣ ∫
Rd

fdµn −
∫
Rd

fdµ
∣∣∣ ≤ 2‖f‖∞

∫
Rd

(1− χR)dµ .

3. Soit (µn)n∈N une suite de mesures de probabilité sur (Rd,B(Rd)). Montrer le théorème de
convergence de Lévy : (µn)n∈N converge étroitement vers µ si, et seulement si, (µ̂n)n∈N
converge simplement vers µ̂.

Il existe un énoncé plus fort : (µn)n∈N converge étroitement vers une mesure de proba-
bilité si, et seulement si, (µ̂n)n∈N converge simplement vers une fonction continue en 0.

Exercice 6.— Soient ϕ ∈ S(Rd,R+) vérifiant
∫
Rd ϕ(x) dx = 1 et

(
ϕε = ε−dϕ( ·ε)

)
ε>0

l’approximation de l’identité associée.

1. Montrer que ϕε −→
ε→0+

δ0 dans S ′(Rd).

2. (a) Soit f ∈ C(Rd) vérifiant lim
‖x‖→+∞

f(x) = 0. Montrer que f est uniformément con-

tinue et que f ? ϕε −→
ε→0+

f uniformément.

(b) Soient f, g ∈ S(Rd). Montrer que, pour tout α ∈ Nd,

xα
(
f ? g

)
=

∑
β∈Nd, β≤α

(
α
β

)
(xα−βf) ? (xβg).

(c) En déduire que f ? ϕε −→
ε→0+

f dans S(Rd) pour tout f ∈ S(Rd).

Indication. Si f ∈ L∞(Rd) et g ∈ L1(Rd), alors ‖f ? g‖∞ ≤ ‖f‖∞ ‖g‖1.

3. Soit T ∈ S ′(Rd).

(a) Montrer que T ? ϕε −→
ε→0+

T dans S ′(Rd).

(b) Soit (χε := χ(ε ·))ε>0, où χ ∈ C∞(Rd) vaut 1 sur B(0, 1) et 0 sur Rd \ B(0, 2).
Montrer que χε (T ? ϕε) −→

ε→0+
T dans S ′(Rd).

4. Soient p ∈ [1,+∞[ et f ∈ Lp(Rd). Montrer que f ? ϕε −→
ε→0+

f dans Lp(Rd).

Indication. On rappelle que h ∈ Rd 7→ τhf := f(· − h) ∈ Lp(Rd) est continue.
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