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Exercice 1.— Montrer que C°(R?) est dense dans S(R?) i.e. que, pour tout ¢ € S(R?), il
existe une suite (¢,,)nen d’éléments de C°(R?) telle que

Va,ﬂENd, Paglon —¢) — 0.

n—+oo
Indic. Introduire (xn := X(%))nens, ot x € C®°(R?) vaut 1 sur B(0,1) et 0 sur R?\ B(0,2).

Exercice 2.— Soit f : R? — C une fonction appartenant & LP(R%), ol p € [1, +-00]. Montrer
qu'il existe a € R tel que (x)~? f € L'(RY).

Rappel : pour tout c € R, on définit (x)°: x € R — (1 + ZZZI x%)é €R.

Exercice 3.— Remarquons qu’il n’existe aucun réel a tel que (r) %exp € L'(R). Nous
souhaitons montrer qu’il n’existe en fait aucune distribution 7" € S’(R?) vérifiant

T

ooy = Uexp, Letelleque Vo € C(R), (T oss = /exSD(fU)dx-
F R

On introduit pour cela les suites (xn := X(ﬁ))neN* et (¢n x> e‘“”xn(x))neN*, oux € C*(R)

est une fonction positive égale a 1 sur [2,3] et a 0 sur R\ [1,4].

1. Montrer que ¢, appartient a C2°(R) pour tout n € N* et que la suite (pa’g((pn))
est bornée pour tous «, 5 € N.

neN*

2. Mont - de —> t lure.
ontrer que [ ", (z) dx ol +o0 et conclure

Exercice 4.— Soit f: x € R — e® e € C.
1. Existe-t-il un réel a > 0 vérifiant (z)~*f € LY(R) ?
2. Montrer que I'intégrale [ f(x)p(z) dx est définie au sens de Riemann pour tout ¢ dans
S(R) et que uy : ¢ € S(R) — [, f(x)p(x) dz définit un élément de S'(R).
Exercice 5.—
1. Dans S'(R), montrer que s’il existe C' € C tel que T = u¢, alors 7" = 0.
2. Montrons I'implication réciproque et considérons donc T' € S§'(R) telle que 77 = 0.
(a) Montrer que {¢'; ¢ € CX(R)} = {¢p € C*(R), [z v dx = 0}.

(b) Soit x € C°(R) d’intégrale 1. Montrer la relation suivante et conclure,

Vo € C°(R), (T,0)ss = (T,X)s.s /R 0.

3. Résoudre les équations T = g et T" = H := 1p+ (i.e. T' = uy) dans S'(R).



Exercice 6.— Déterminer les dérivées successives de £ H (ot n € N*) dans S'(R) ainsi que
la dérivée de x* H, ot « €]0, 1].

Exercice 7.—
1. Soit x € L*(R?) telle que [pq X(z)dz = 1. Pour n € N* et a € R, on définit
Xno : @ € R — n®y(nz).
Etudier la convergence de la suite (U Jnen+ dans S'(R?) en fonction de o

2. Montrer que les suites suivantes convergent dans S’(R) vers des limites que I'on précisera :

|
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Exercice 8.—

1. Montrer que 'application

1

vp(=) o € S(R) — lim Mal:zr: eC
x e=0F Jiz|>e T

est bien définie et définit un élément de S'(R).

Indication. Etudier séparément lim, g+ f1>|$|>6 @ dx en remarquant que ¢ € S(R)

s’écrit o = ¢(0) + x¢p pour une fonction 1 € C*(R) telle que supy |¢| < supg |¢'].

2. Méme question pour

1):9065(R) —  lim (/||> Mdgc—Q@) € C.

Pf(—
(332 e—0+ x? 5
3. Montrer que zvp(L) =1 et 2? Pf(%) =1 dans S'(R).
4. Montrer que (In|z]) = vp(2) et que vp(1)’ = —Pf(-;) dans S'(R).
Exercice 9.—

1. Montrer que xdy = 0 dans S'(R).

2. Montrer que si T € S'(R) vérifie 2T = 0, alors il existe C € C tel que T = Cdy.
Indication. Montrer d’abord que {z — z p(z) ; ¢ € C°(R)} = {¢ € C(R), ¥(0) = 0}.

3. Résoudre dans §'(R) I’équation 2PT = 0, ou p € N*.

4. Résoudre les équations 2T = 1 et 22T = 1 dans S'(R), d’inconnue T € S'(R).

Exercice 10.— Pour € > 0, soit 7; la distribution donnée par la fonction f; : R — C suivante
fe(z) = In(x + i) = In |z + ic| + i arg(z + ic) ( avec arg(z +ic) €] —m,m[).

1. Montrer que la suite (7;) converge dans S’(R) vers une distribution 7j associée a une
fonction fy que 'on précisera.

2. Calculer T}

3. En déduire que lim,_,q+ Flw = xiiO 1= —indy + vp(L) dans S'(R).



