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Exercice 1.— Soient f,g: R"™ — C deux fonctions et p, q,r € [1,400| vérifiant
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1. Montrer que, si 7 = 400, alors f x g est bien définie, uniformément continue et bornée
par || flp [lgllq-

2. Montrer que, si 7 = +o00 et si p > 1, alors f * g tend vers 0 a l'infini.

Indication. On pourra commencer par considérer f et g dans C.(R%).

3. Montrer, dans tous les cas, que f x g est définie p.p., appartient a L"(R™) et vérifie

1£%glle < [I£llpllglly  (inégalité de Young)

Exercice 2.— En utilisant la transformée de Fourier :

1. montrer que le produit de convolution n’admet pas d’élément unité e € L*(R), i.e. :

Pec LY(R), VfeL'(R), exf = fxe = f.

2. déterminer toutes les fonctions f € L'(R) telles que f x f = f.

Exercice 3.— Soit f € L'(R) une fonction & support compact, i.e. nulle presque partout en
dehors d’'un compact de R.

1. Montrer que f se prolonge en une fonction holomorphe sur C.

2. Que peut-on en déduire si f et f sont & support compact.

Exercice 4.— Pour tout a > 0, on définit g, : z € R — el et hy : 2 € R — az;ﬁ e R.

1. Expliciter g, et en déduire que ﬁa(t) = e~ pour tout ¢ € R.

On souhaite maintenant déterminer toutes les fonctions f € L'(R) vérifiant
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2. Ecrire cette relation a I'aide d’un produit de convolution.
3. Montrer qu’il n’existe aucune solution de (%) lorsque 0 < b < a.

4. Montrer que si 0 < a < b, il existe une unique solution de (x) que ’on déterminera.



Exercice 5.— Le but de cet exercice est de montrer que la transformée de Fourier n’est pas
une surjection de L' (R) sur {g € C(R)| limy—+00 g(2) = 0}.

1. Soit f € L(R) impaire. Montrer que, pour tout £ € R, f(&) = —2i fo ) sin(x€) dx
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2. On rappelle que z € R +—
que la fonction ¢ : x € R — f;oo

€ R est intégrable sur R au sens de Riemann. En déduire

sftdt, définie au sens de Riemann, est bornée.

3. Montrer que, pour toute fonction f € L'(R) impaire et tout R > 1,

/1R f(;) d¢ = —2i /OJroof(x)(/sz sint dt) dxr puis que / f df — =2 /OJroof(x)SO(x) dx .
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4. Soit g:z € R — lflr(‘ﬁgf) Supposons qu’il existe f € L'(R) telle que g = f.

(a) Montrer que f est (presque partout) impaire.

(b) Conclure, en aboutissant & une contradiction.

Exercice 6.— Considérons la fonction f =1;_y .

1. Calculer sa transformée de Fourier.

2. Donner la valeur de l'intégrale [° OOOO Sln$2(x) dx .

3. Calculer la convoluée f x f puis sa transformée de Fourier.

4. En déduire, pour tout £ € R, la valeur de [* e Smj# dx

Exercice 7.— Considérons les fonctions

f cR 0 sizx=0
x sinx s1:z7é0
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et sinc:xzeR {

1. Déterminer une constante a > 0 telle que :

£+n7r .
Vn € N*, /2 ‘Smx’dxz a
—Z+nm ’{lf‘ n+1

et en déduire que f et sinc n’appartiennent pas a L!(R).
2. Qu’en déduit-on sur les transformées de Fourier de ces fonctions 7
3. En utilisant I'exercice précédent, donner ’expression sinc € L3(R).
Pour tout & > 0, on définit f. : 2 € R — f(x)e Il € R.

4. Montrer que, pour tout € > 0, la fonction f. appartient & L'(R) N L?(R) et converge
vers f dans L?(R) lorsque ¢ — 0.

5. Montrer que f. € CH(R) et vérifie

VEER, (f)(€) = —2i /]R+ e “Tsin(z) cos(zf) dx = i §—1 41

EH(E-12 e+ (E+1)T

6. En déduire Pexpression de f € L2(R).



