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Exercice 1.— Soit n > 2 un entier.

1. En utilisant la formule des résidus, déterminer la valeur de

1
/ dx
R+ 1+ 2™

Indic. Pour 0 < e < R, on pourra considérer le domaine {re’ |r € [¢, R],6 € [0, 2]}

On suppose maintenant que n > 2 et on s’intéresse, pour « € R, a la fonction

xa

1+2zn

fa:z e R™ — eR

2. Pour quelles valeurs de « a-t-on f, € L'(RT) ?

3. En procédant comme & la question 1, déterminer la valeur de [ fo() dz pour un tel a.

Exercice 2.— Soient P et () deux polynémes non nuls premiers entre eux. On suppose que
deg@ > deg P+ 2 et que @ # 0 sur R.

Soient aq,...,a les racines complexes de () de partie imaginaire strictement positive.

1. Montrer que g € LY(R) puis que

Plx) = 2m es B
figm e = ¥R

2. En déduire la valeur de

Exercice 3.— La fonction Gamma d’Euler est défini sur Cs¢ := {z € C|Rez > 0} par :
+o0
Vz € Cso, T'(2) = / t*le7tat.
0
1. Montrer que la fonction I' : C5g — C est bien définie et qu’elle est holomorphe.

2. Montrer que :

—1)" +oo
Vz € Csy, T(z) = sz'((z4)—1z) + / 7 le=t gt |
neN 1



3. Montrer que z — ffoo t*~le~t dt est holomorphe sur C.
4. Que peut-on en déduire sur I" ?

Exercice 4.— Soit a un réel strictement positif. Justifier 'existence, puis déterminer I’expression
de la transformée de Fourier de la fonction z € R — e 2%l ¢ R.

Exercice 5.— Soient a >0 et f, :x € R — e~%* ¢ R. On rappelle que fR falz)dx = \/g

1. Montrer que f, € CL(R) et vérifie (fa )(&) = —%f;(ﬁ) pour tout § € R.

R 2
2. En déduire que f(&) = \/ge_z%z pour tout £ € R.

3. Soit z € Csg. Montrer que z € R — e**" € C appartient a LY(R) et établir la relation

wer, Fleo = Yook,
Exercice 6.— Soit u € C!(R) telle que u et u/ appartiennent & L*(R).

1. Montrer que u(z) — 0.
|z| =400

2. Trouver un exemple de fonction v € C*(R) N L' (R) ne vérifiant pas cette relation.
3. Montrer que, 17’(5) = i€ u(§) pour tout € R.

Exercice 7.— Soit A € M,,(R) une matrice symétrique définie positive. On veut montrer
que :

T _ATlee
e 4
det A

On rappelle qu'il existe une matrice P € M, (R) telle que 'P P = I,, et telle que ‘P AP = D,
ou D € M, (R) est une matrice diagonale de valeurs propres strictement positives.

Ve e R, / e T ATT g —

1. Montrer le résultat lorsque A est une matrice diagonale.

2. En déduire le résultat dans le cas général.

Exercice 8.— Soient f et g deux fonctions dans L!(R™).

1. Montrer que f g(z) = [z f(z — y)g(y)dy est définie pour presque tout z € R™ et
vaut g x f(x) pour ces z, puis que f x g appartient & L'(R") et vérifie

1F>glle < (17l Mgl -

2. Montrer que f/;c\g = fﬁ

3. On suppose maintenant que f € L'(R") et que g € LP(R"), ot 1 < p < +o0.
Montrer que f x g est définie p.p., appartient a LP(R") et vérifie || f x g, < |[fll1 l|lgllp-



