Analyse de Fourier Université de Nantes

Corrigé du contréle continu du 26 février 2024

1. Soient n € N* et f : R — C une fonction appartenant a L!(R").

(a) Cf. cours.
(b) Cf. cours.

(c) La transformée de Fourier f(&) tend vers 0 lorsque ||£|| — +oo d’apres le lemme
de Riemann-Lebesgue.

~

2. Soit la fonction f:x € R— e € R.
~ €2

On a, pour tout £ € R, f(§) = /me™ 7 ; cf. cours / TD.

3. Pour tout a > 0, on définit la fonction f, : © € R — e~ 97l ¢ R.

(a) La fonction f, appartient & L'(R), étant continue et convergeant exponentiellement
vite vers 0 en +o00. On a de plus, pour tout £ € R,
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(b) Soit b € R™. On s’intéresse a I’équation suivante d’inconnue u € L!(R) :

(E) ppt. z € R, ulx) = e 1l + b/ e 1P=slu(s) ds .
R

i. Comme f; € LY(R), on a fi xu € L*(R) pour tout u € LY(R) et (E) s’ecrit
aussi

(E) u = fi +bfixu dans L'(R).

Supposons que u € L'(R) soit une solution de (E). Alors 4 appartient & C_,o(R)
et vérifie, pour tout £ € R,

€)= A& +bhixul®) = A +bAE©AE)
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ssi (2 +1-2b)a¢) = 2. (1)

On en déduit que :



ii.

iii.

S’il existe une telle solution, alors on a &2 +1 — 2b # 0 pour tout & € R, et
donc b < 3, puisque Im(¢ € R — &2 € R) =R,

Si u € L*(R) est solution et b €]0, 5[, alors £ + 1 — 2b > 0 pour tout £ € R
et u vérifie :
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= 52 +1-2 = mf\/l—Qb(g)

et donc, par injectivité de la transformée de Fourier sur L!(R),

VEeR, u(f)

1 1
b = — = V1-2ba] presque partout.
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Réciproquement, cette fonction u est bien solution de (E) puisqu’elle appar-
tient & L1(R) et vérifie,

2 = FO+bAOAE) = F(fi+bfixu)(©),

VEeR, u() = E2+41-2b cf (1)

d’ot1, par injectivité de la transformée de Fourier, u = f1 + b fixu dans L' (R).



