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ANALYSE DE FOURIER
Corrigé du devoir maison

L’objectif du devoir est de démontrer le résultat suivant.

Théoréme (des nombres premiers). Pour tout x € R on note w(x) le nombre de nombres
premiers inférieurs a x. Alors quand r — oo on a l’équivalent

()

T

- logx
On rappelle que la fonction ¢ de Riemann est définie par
o0 1 B

H (1 —p_s)_l, s € C>1.

S
n=1" peEP

((s) =

ou Co; ={s€C : Res>1}. Ici & est 'ensemble des nombres premiers. On rappelle
aussi que la fonction ¢ admet un prolongement méromorphe a tout le plan complexe, avec
un unique pole en s = 1, qui est simple avec résidu 1, et qu’on a

C(14it) #0, te R

Dans toute la suite, on notera pour Res > 1

On notera log la détermination principale du logarithme complexe, définie par
log (reie) =log(r)+i0, r>0, 6¢€|-mmnl.

La fonction log : C\ R_. — C ainsi définie est holomorphe sur C\ R_ et on a le
développement

—log(l —2) = i :

, |z| < 1.

On pose en outre



I. Préliminaires

On pose g(s) = v(s) — k(s) pour Res > 1.
1. Montrer que pour tout r € |0, 1[ il existe C' > 0 telle que
|—log(1 —2) — 2| <CJz|?, 2| < 7.
Solution. Pour tout |z] <1 on a —log(l —z) — 2z = 2%f(z) ou

n—2

a4
=y
n=2
Notons que [ est la fonction somme d’une série entiere de rayon de convergence
égal a 1. En particulier, pour tout r € 0, 1], f est continue — donc bornée — sur

D(0,7). On en déduit I'inégalité voulue avec C' = supp . | f|-

2. En déduire qu'il existe C' > 0 telle que pour tout s € C avec 0 = Res > 1/2, on a

‘—1og (1 —p_5> —pf < Cp°, peE P

Solution. Pour tout p € & et s € Csyj9 on a |p~°| < 2-Y2 < 1. Il suffit alors
d’appliquer le résultat de la question précédente avec r = 27 /2.

3. En déduire que la fonction g s’étend en une fonction holomorphe sur le demi-plan
{se€C : Res>1/2}.

Solution. Soito > 1/2. Pourp € & et s € C.q5 on note gy(s) = —log(1—p~*)—p~~.
Par la question précédente on a

lgp(s)] < p 2 pe P, Res>o.

Il suit que la série de fonctions Y-, g, converge normalement, donc uniformément,
sur Cs,. Comme chaque g, est holomorphe sur C., il suit que la fonction somme
G = Y per gp Vest aussi. Ceci étant vrai pour tout o > 1/2, on obtient que g est
holomorphe sur Csy/5. Or g coincide avec g sur Csy, ce qui conclut.

4. Soit ty € R* et s = 1+ itg. Comme (1 + ity) # 0, il existe un disque Dy, centré en
s et de rayon strictement inférieur & 1/2; sur lequel ¢ ne s’annule pas et on admet
qu’on choisir vy : Dy — C holomorphe telle que exp ovy = ¢ sur Dy.

(i) Montrer qu’il existe k € Z tel que vy = v + 2mik sur Dy N Cx;.

Solution. On a exp(vy) = ¢ = exp(v) et donc exp(v —vp) =1 sur DyNCsq. En
particulier v — 1y est a valeurs dans 2miZ.. Or elle est continue, donc constante
égale a 2mik pour un k € Z car Dy N Csq est connexe.

(ii) En déduire que s a un prolongement holomorphe & Dy U Cs;.
Solution. On a k = v — g. La question précédente montre que v s’étend

analytiquement a Do U Cs,. Comme Dy C Csq/9 c’est aussi le cas pour g par
la question 8. Il suit que K s’étend analytiquement a C/,.



5. On note h: s+ (s —1)((s).

(i) Montrer que la fonction h admet un prolongement analytique a C tel que
h(1) = 1.

Solution. C’est une conséquence immédiate du fait que ¢ a un unique pole
simple avec résidu 1 en s = 1.

Soit Dy un disque centré en 1 et de rayon strictement inférieur a 1/2 sur lequel h ne
s’annule pas, et 1y : Dy — C holomorphe telle que expory = h.

(ii) Montrer qu’il existe k € Z tel que vy(s) = log(s — 1) + v(s) + 2mik pour tout
S € C>1 N Do.

Solution. On remarque simplement que exp vo(s) = h(s) = exp(v(s)+log(s—1))
pour tout s € Cs1 N Dy et on applique le méme raisonnement qu’a la question
4.(4).

(iii) Montrer que £(s) +log(s — 1) admet un prolongement holomorphe & Dy U C+;.
Solution. On écrit k(s) +log(s — 1) = v(s) + log(s — 1) — g(s). La fonction g
s’étend analytiquement a Csq/2 D Dy N Csy et la question précédente montre
que la fonction s — v(s) +log(s — 1) s’étend a Dy N Csq. Il en est donc de
meéme pour K.

6. Déduire des questions [4.| et [5.| que la fonction @ : s — k(s) + log(s — 1) admet un
prolongement holomorphe a un voisinage ouvert du demi-plan {s € C : Res > 1}.
En déduire que la fonction ¢ : R* — C donnée par

((t) = im w(1 + £ + it)

1
est bien définie et que t — ((t) — log g s’étend a une fonction € sur R.
i

Solution. Il suit des questions 4. et 5. que pour tout t € R il existe un disque D,
centré en 1 + it tel que ® a un prolongement analytique a Dy U C<q, noté ®,. Si
t,t' € Retse€ DN Dy, ona P(s) = Du(s) par unicité du prolongement analytique
puisque @ et Gy coincident sur Csq, donc sur Cs1 U (Dy N Dy), qui est connexe.

Alors louvert
Q - C>1 U (U Dt)

teR

est un voisinage de Csy et Uapplication ® : Q — C donnée par ®(s) = d(s) si
s € Csy et D(s) = y(s) si s € Dy avec t € R, est bien définie. Elle coincide avec
une fonction analytique au voisinage de tout point de ), donc est analytique.

Enfin pourt € R* on a ((t) = ®(1+it). Comme ® est analytique sur Q, la restriction
@\IHR est de classe €, ce qui conclut.

II. Une mesure de comptage
Pour tout = € R on note ¢, € ./(R) la distribution donnée par (0., ¢) = ¢(z) pour tout
v € .. On note
1
u = Z ];(S]ng.

peEL
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7. On rappelle que pour tout a > 1, on a
> 1
2 ioalma < oo

“= nlog(n)

En déduire que u est bien une distribution tempérée sur R.
Solution. Pour tout ¢ € . (R), on a
()] < p2e)[t], =€ R,
0t P2(p) = Yockmea SUp, [tF0™p(t)|. En particulier pour tout p € & on a

[p(logp)| _ 1
p  plog(p)?

Comme la série Y-, p~ " log(p) ™2 converge, il suit que lapplicationu : ¢ — 3, p~'o(p)
est bien définie. Elle est bien sur linéaire et on a

[(u, )| < Cpa(), ¢ € L(R),
ot C' =3 cp p~'log(p) 2. Ainsiu définit bien une distribution tempérée.
1
Pour tout € > 0 on note u, = Z mélogp.

pEL

8. Montrer que u. — u dans ./(R) quand ¢ — 0.

Solution. Soit ¢ € #(R). On montre comme d la question précédente que pour
tout e > 0 on a u. € " et|(ue, )| < Cpa(p) avec C =Y ,c»p " log(p) 2. Pour
tous e >0 et p € P on note f,(g) = p'Fp(p). Puisque f-(p) < pa()p~'log(p)~2,
la série de fonctions 3, f, converge normalement sur R.. Il suit que la fonction
somme F' est continue sur Ry et on a

(U, o) = Fle) = F(0) = (u, )
quand e — 0. On a bien montré u. — u dans .'(R).
9. Montrer que 4. = £. dans .#/(R), ot on a noté
l(t) = k(1 +¢e +it), t € R.

Solution. Soit ¢ > 0. Puisque |k(1 + ¢+ it)] < k(1 +¢) on a . € L*>, donc
l. € S'(R). Soit p€.. Ona

~ 10 p . —itlo
(Ue, @) = (ue, Z a 1i Z P 5/g@(t)e tlogp ¢,
pep P pEP

Puisque e p™ ¢ [ |@(t)e 18P |dt < ||| 3, p71 T < o0 on peut intervertir
somme et intégrale pour obtenir

(Ue, @ /gp (Zp_la’t)dt /gp k(1 + € + at)dt.

PEY

1l suit que u, = . au sens des distributions.
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10. Déduire de la question que pour tout compact K C R, il existe C' > 0 telle que

11.

pour tout £ > 0 petit et tout ¢t € K \ {0}, on a la majoration
[£=(t)] < O+ |log [t]].

Indication. On pourra écrire (-(t) = ®(1 + e +it) —log(e +it) ou @ est définie dans
la question

Solution. Soit K C R un compact. On écrit 0.(t) = ®(1 + e + it) — log(e + it). La
fonction ® est analytique sur un voisinage ouvert de Csi. En particulier, elle est
continue sur le compact K = {s € C : Res € [1,2] et Ims € K}, donc y bornée.
1l suit qu’il existe Cy > 0 telle que

P(1+e+it)| < Cy, e€][0,1], teK.
Pour le terme logarithmique, on écrit pour tous e > 0 ett € R,
|log(e +it)| < |logle +it|| + | arg(e + it)] ‘log\/52+t2’+7r/2

Soitt € R*. Sie*+t* < 1 alors ’10g Ve? —I—tQ‘ = —logve? + 2 < —log|t| = |log|t||-
D’autre part si e? +t*> > 1 et e < 1 alors €2 < t?e%/(1 — &2) et

2 1/2
1<\/t2+52<w<1+152> .
— &

Ceci donne 0 < logve? 4+ 12 < C.+log |t| < C.+|log [t]] avec C. = log (1 + = 52)1/2'

La fonction € — C. est décroissante et on obtient

0(t)] S Cr+7/24+ Cyjo + |loglt]|, €€]0,1/2], teR",
ce qui est linégalité voulue avec C' = Cy 4+ 7m/2 4 Cy)s.
En déduire que pour toute fonction ¢ € €°(R) on a

- Plogp) [ e

peEP p

Solution. Soit ¢ € €X°(R). La question 8 donne u. — u dans .'(R). Comme
F S — S est continue, on a U. — U dans ' (R) d’ou

(1) > (1) = T ngp) 0

quand ¢ — 0. D’un autre coté on a (U, o) = [L(t)p(t)dt pour tout € > 0 par
la question 9. Comme K = supp(p) est compact, la question précédente donne
l’existence d’une constance C' > 0 telle que

[l(t)] < C + [log t]|, ¢ e K\ {0}.

I suit que [C(8)p(t)] < [|@loo(C+[log[t]]) pour tout t € R*. Commet — C+|log |t]]
est intégrable sur R*, on obtient par convergence dominée

hm(ua, = hm /E t)dt = /gp

En combinant cette égalité avec on obtient la formule demandée.

>



I1I.

Une version régularisée du théoreme

Dans ce qui suit on note fo : t — (1 +it)™' et A:z+— e *m(e”).

12.

13.

Montrer que fy € L*(R) et que pour presque tout A € R on a

o\ = 271r_(N)e.

Solution. On a |fo(t)|* = (1 +*)7! donc fo € L*(R). Notons g: A+ 2 wlg_(N\)e.
Alors g € L'(R) ; on calcule

. 0 . 2
= / g(\e M\ = 27 / AN = =T — onfi(—t).

—o0 11—t

Ainsi Fg = 2nJfy o J est Uopérateur f — f(—-), qui agit sur L*. On a JF = FJ
et F 1= (2n)"YJ.Z, dou

ﬁf0:9J2f0:2ﬂﬁJﬁg:g
Cette égalité a lieu dans L*(R), donc elle est vraie presque partout.

Montrer que pour toute fonction ¢ € €2°(R) et tout p € & on a

_ 1 -~ =N _
fop(logp) = g(fo *@)(logp) =p /RsO(A)e M flog pyoof (A)dA

Solution. Pour toutes fonctions @1, ps € % on calcule

P1 * Pa(A /gp —0)Pa(o)do = / </gp _”(’\_")dt> Pa(0)do.

Comme les fonctions considérées sont dans la classe de Schwartz on peut intervertir
les intégrales pour obtenir

() = [ 1) ([ Balo)e 0o ) dt =27 [ or(t)ea(t)e Pt = 205N,
ot la deuzieme égalité vient de la formule d’inversion de Fourier. On a obtenu

Orpa = (2m)71@1 x §a. Par densité de S (R) dans L*(R) et par continuité de
Uapplication f — f %@y en tant qu’application L?*(R) — L*(R) on obtient bien

1
fopo=—fox® dans L*(R).
27

Cependant ﬁ]?p et (2#)_1%*@ sont continues, donc l’égalité a lieu au point X = logp
pour tout p € P. Puisque fo € L*(R) on peut calculer a laide de la question 12

1 , -
o (Fox#) (log ) — [ 1r_(logp = N NN = p [ gy NN N

puisque 1g_(logp — A) = Ljogpoo[(A). C'est bien ’égalité voulue.



14.

Montrer que A € L*(R) et qu’'on a
0t
(t) dt, v €6 (R).

_— _ / o)
L eAnd = [ o
Indication. Appliquer la question[11.] avec ¢ = fop.

Solution. Soit p € €°(R). La question 11 appliquée avec ¢ = fop nous donne

/Rgo(w g(t) dt = Z f090 1ng Z /1logpoo[ )\) f)\d)\

1+t oy v

Notons a présent que

su D
2 /‘hogpw[ A dA = Z/ Ne MdA < Y M < 00,
peF pe? peEP P

ot la derniére somme est finie car SUPjog , oof 1P| < pa()log(p) 2. Ceci nous permet
d’intervertir la somme et lintégrale, pour obtenir

(1)

/P.t Sp(t)mdt B / @(/\)G_A Z Log p,oof(A)dA.

peS

En remarquant que Y e  Liogpo[(X) = 7(e*), on obtient lidentité désirée.

On se donne maintenant une fonction paire ¢ € €°(R) et on pose ¢ = @.

15.

16.

Montrer que 9 est paire et que pour tout A € R, on a
0(t) ,
AA:/— t)e'rdt.
Wr YN = [ plt)e

Solution. Comme ¢ est paire on a Jp = p. Déslors J = JFp=FJp=Fp =1,
donc 1 est paire. Posons py(t) = o(t)e™ pour t € R. Alors py(c) = p(a — \) pour
o € R. La question précédente appliquée a py donne alors

/R M0 et — /% da—/gpa— 7)o = (1 A)(N).

1—1—215

En utilisant la question 6, montrer que pour tout N € N, il existe une constante
Cy > 0 telle que

‘/ — log — > ﬂe”’\dt
143t
ol (A) =1+ A2

1
Solution. Par la question 6, il existe ¢ € €< (R) telle que ¢(t) = £(t) — log - pour
i
tout t € R*. Ainsi

/R(e(t)—lgl)lﬂt _/¢ D it — ST,

Comme fy est lisse et p € €°(R), on obtient ¢ fop € €°(R) C .7 donc gzﬁ/fo\cp S
et la conclusion suit immédiatement.

< CN<)‘>_N7 AE R»




17. On rappelle que pour toute fonction f € .#(R), on a, quand A — oo,

[ 1o ,l F(t)etdt = %i(o) +o(r D).
En déduire que (¢ x A)(\) = 2W§(O) +o(A™) quand A — oo.

Solution. On écrit
Sp(t) zt)\ / Lt)\ ( >
A —1 dt.
(Wr AN = [ o mpdt+ | == 8t

Notons I1(\) et I(\) les deux intégrales de [’égalité ci-dessus. Par la question
précédente on a

L) = O(N)2) = ors (A7),
Par ailleurs par l’estimée donnée dans ’énoncé appliquée a f = fop, on obtient
2m fo(0)(0)
A

quand X — oo. Mais fo(0) = 1 et en combinant les deux estimées précédentes on

obtient bien (v x A)(N) = I;(A) + I(A) = 270(0) /A 4 0xs00(AT).

Ly = T or(A)

IV. Approximation de I’identité

18. Montrer qu’on peut choisir la fonction paire ¢ de sorte que

w(O)Z%, v=p=0 et /Rzp(/\)d)\zl.

Solution. Soit p1 € € (R,R.) une fonction paire telle que p1(0) > 0. On a
(prx00)(0) = [@(s)o(=s)ds = [ &(s)ds > 0.

1 -1
On pose ¢ = o (/cp2> @1 % 1. Alors p(0) = (2m)~" et de plus v = § = 51> > 0.
7 \.
Enfin
[ #dA = 2m(0) = 1.

donc ¢ vérifie les conditions demandées.

On se donne de telles fonctions ¢ et 1 et pour tout € > 0 on pose

Ve(\) = e (N e), teR.
19. (i) Montrer que pour tout 6 > 0 il existe € > 0 tel que

/_2 Do(N)dA = (1 - §).

Solution. Soit 6 > 0. Un changement de variables donne

. "6 §/e
e /75¢(A/5)d/\ - / SRICVIS /w(/\)d)\ —1

quand € — 0. En particulier si € est assez petit le terme de gauche est minoré
par 1 —90.



(ii) En déduire que pour tout 6 > 0 il existe € > 0 tel que
(e x A)Y(N) = (1 = 8)m(e}0)e 7, A eR.

Solution. Soit 6 > 0. On écrit
§
(e % A)(A) = / b (@) AN — 0)do > L (o) AN — 0)do.

Pour tout o € [—0,9] on a

7T(e/\—a) W(e)\—é)
er—o = e o

AN—o0) =

par croissance de w. Si e est choisi comme dans la question précédente on en
déduit

1) 1)
/—5 Ve (0)AN —o)do > 7(e 5)6 5/_6 e = (1—90)m(e 5)6 2,

ce qui conclut.

(iii) En utilisant la question montrer que

LGOI

lim sup —
e

A—00

Solution. Soit 6 > 0. Soit € > 0 comme dans la question précédente. Notons

que si p(t) = @(et) alors oz = . et p.(0) = ¢(0) = (2r)~t. En particulier la

question 17 donne
1
<w€ * A)<)‘) = X + OAﬁoo()\ily

On obtient X - (b x A)(N) = 1 quand A — oo, d’ou l'on tire

A5
(1—-9) lim/\sup )\7re(/\e+6) < lim/\sup A (% A)(N) = 1.
Or on a
Y o A Q=R ()
hm}\supW =e hm/\bup s pe; =e hm/\bup a
ce qui donne finalement
‘ () 020
hm}\sup o ST g

Comme & > 0 est arbitraire, on obtient la conclusion souhaitée.
(i) En utilisant la question précédente, montrer qu’il existe M > 0 tel que

m(et) M

e <1—i—)\’ A2 0.

Solution. Par la question précédente, il existe \g > 0 tel que pour tout A = Xg

9



(i)

on a A(N) < 2/X. On obtient pour tout X = Ao

2 21+AY) M,
AN < S = <
Ns3="75 S13a

avec My = (1+X\1). D’autre part pour tout X € [0, \g] on a

A(Ao)(1+ o)

<
AN < 1+

et on obtient l'inégalité voulue avec M = max(My, A(Xg)(1+ Ao)).
En déduire que pour tout § > 0, il existe € > 0 tel que pour tout A > ¢ on a

2Mo m(eM9)
/lg_w b= D) A(0)dr < 5 et /MK(S $(A = ) A(0)do < T5

Solution. Soit 6 € ]0,1[. Poure >0 on a

A—6 00
/ b\ — 0)A(0)do = / b\ — o) A(o)do + / b\ — 0)A(o)do.
|o—X|>6 —o0 A6
Par la question précédente, on a pour la seconde intégrale

(A — o) A(0)d () — do < — _(\— o)do,
/M%D( 7)A(o)do /Mw o) dr < s [ (o)

N

donc si € est choisi assez petit on a [\ 5 V(A —o)do < 6 ce qui donne
/ T b\ — 0)A(o)do < MS/(1 4 \). (2)

D’autre part, on a A(c) =0 pour o <0, puisque qu’alors e” < 1 et w(e”) = 0.
On en déduit

/:5 Ve (A —0)A(0)do = /Ok—a b\ — o) A(o)do < M/a,\ we(a)l_i_df_a

o on a utilisé la question précédente et un changement de variable pour la
derniére inégalité. A présent on remarque que pour tout o € [0,)], on a
o(l+AX—0) =201+ X—96), ce qui donne

do 51

A o)
< .
/5 VO ST g )y Velo)ode

Comme 1 € L (R), un changement de variable montre que la derniére intégrale
tend vers 0 quand e — 0, donc si € est choisi assez petit, on a [5°1).(0)odo < &
ce qui donne

/ :5 b\ — 0)A(0)do < ]‘i‘s (3)

En combinant et (3) on obtient la premiére inégalité demandée.

Pour la deuziéme, il suffit de remarquer que pour tout o € [\ — 5, \+ 8] on a
A(U) < 7T(6)\+6>€_)\+6.

10



(iii) En déduire que lim inf
A—o00

m(e?)

e

A > 1 et conclure.

Solution. Soit 6 > 0. On a, par la question précédente,

o m(e?) oy o (€M) EPY I
— > - .
hm}\mf Y A=e hm/\lnf s A>e hm}\mf)\ s .(A\—0)A(0)do
Or on a
[ w0 =0)Ae)de = e AN = [ (A= 0)A(0)do
lo—A|<o |o—A|>8
d’ou ['on tire, avec la premiere inéqgalité de la question précédente,
2M o
lim inf A Y. (A —0)A(c)do > liminf A ((we * A)(\) — )
A lo—A|<6 A A
= —2M} + limkinf A A)(N).

Par la question 17 on a A (pxA)(N) = 1 quand X — oo et on conclut finalement
que

A
liminf ")) > 02 (1 2010).
A e

Le nombre 6 > 0 étant arbitraire, on obtient bien [’égalité voulue. Enfin par la
question 19.(iii) on obtient

7(e?)

A
- A = lim sup m(e ))\ =1,

A e

lim inf
A

A

donc %}A))\ — 1 quand A — co. Avec x = e* on obtient bien

lim () =
z=o0 1/ log
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