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PROBLEME DE REVISION

Le but de ce probleme est de réviser quelques notions d’algebre linéaire. Dans toute la suite, on
note K = R ou C et on se donne un K-espace vectoriel E¥ de dimension finie n > 1. On note E*
I'espace dual de E. On note Z(F) 'espace des applications linéaires de E dans E. Pour f € Z(F)
et = (v1,...,v,) et v = (wy,...,w,) sont des bases de E, on note ,[f]z la matrice de f de la base
B vers la base v, c’est-a-dire la matrice dont les coefficients a; ; vérifient

flog) = Z aj pW;.
=1

On notera simplement [f|z = s[f]s la matrice de f dans la base . On note det(f) (resp. tr(f)) le
déterminant de f (resp. la trace de f), c’est-a-dire qu’on a

det(f) = det([f]s) et tr(f) = tr([f]s),

pour une base quelconque 5 de E (les définitions ne dépendent pas du choix de la base).

Enfin, pour tous ¢ € E* et x € E, on note ®,,,: ' — E I'application définie par

O () =l(z)v, z€k.

I — Endomorphismes de rang 1

1. Dans cette question on fixe f € E* et v € F.

(i) Montrer que ®,,, € Z(E) et que ®;,, = 0 si et seulement si £ =0 ou v = 0.

(ii) On suppose ®;, # 0. Montrer que ®y, est de rang 1, c’est-a-dire que dim Im(®,,) = 1.
2. Soit f € Z(F) un endomorphisme de rang 1.

(i) Soit H = ker(f). Montrer qu’il existe ¢ € E* telle que H = ker (.
(ii) Soit w € F non nul tel que Im(f) = Kw. Soit n € E* telle que n(w) = 1. Montrer que

ker f7(n) D ker ¢

et en déduire qu’il existe a € K tel que f'(n) = af.

(iii) On pose v = aw. Montrer que pour tout z € E on a f(x) — ®,,(z) € kern N Kw et en
déduire que

f = (I)K,qw
3. Soient ¢ € E* et v € E non nul. On compléte v en une base 5 = (v, ey,...,¢e,) de E. Montrer
l(v) Lleg) -+ Lep)
0 0o .- 0
[(1)&”]5 - : : :
0 0o .- 0

et en déduire que tr(®,,) = ¢(v). Montrer que cette identité reste vraie lorsque v = 0.

1



4. Soient ¢,n € E* et v,w € E. Montrer que
(I)n,w o (I)E,v - T](U)q)g,w.

5. En appliquant la question précédente avec ¢ = n et v = w, et en utilisant les questions 7777 et
??, montrer que pour tout endomorphisme f € Z(F) de rang 1, on a

fr=t(f)f.

6. Soient 8 = (vq,...,v,) et v = (wy,...,w,) deux bases de E. On note f* = (vf,...,v}) et
v = (wy,...,w}) leurs bases duales. On se donne f € Z(E) et on note A = (a;;) = -[f]s-
(i) Montrer que pour tous i,j,k = 1,...,n on a Do (vg) = digwj o 6, = 1 sii =k et
i = 0 sinon.
(ii) En déduire que pour tout k=1,...,n, on a
>N Wi o w; (VE) > ajpw;
i=17=1 7j=1
(iii) En déduire que 327 377, @i j®ur w; = f-
(iv) Montrer que la famille (@U_* wj> __est une base de .Z(F).
i 1<i,5<n
7. Montrer que pour toute base (vi,...,v,), on a Idg = YiL; @y, o1t (v],...,vy) est la base
duale de (vy, ..., v,).

8. Soient ¢ € E* et v € E, tous deux non nuls.

(i) Montrer que (®,,)% = £(v)®,, et calculer le polyndme minimal de ®,,,.
(ii) On suppose £(v) # 0. Montrer que ®;,, est diagonalisable, calculer ses valeurs propres et
déterminer les sous-espaces propres associés.
(iii) On suppose ¢(v) = 0. Montrer que ®;, n’est pas diagonalisable et qu’il existe une base
de F telle que

010 -0
000 - 0
[CI)Z U]B - . . . . S Mn<K>
00 0 0
II — Opérateurs de composition

Dans cette partie on fixe f € Z(F). Par souci de simplicité on notera & = Z(E). On définit

I'application I'y : & — & par
I'4(g)=fog, g€é.

9. Montrer que I'y € £ (&) et donner dim .Z(&). Ainsi, I'y € £ (Z(E)) est un endomorphisme
de 'espace des endomorphismes de E.

10. Montrer que pour tous £ € E* et v € E, on a I'p(Pyy) = Py f(0)-
11. On se donne une base 8 = (vy,...,v,) de E et une base (¢1,...,¢,) de E*. Montrer que

(I)Z v] Zaqu)@ Wk iajzla"'7n7
ou A = (a;;) = [f]s est la matrice de f dans la base (3.
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12.

En déduire, en utilisant la question 77?7, que tr(I'y) = ntr(f).

Pour tout A € K on note E) (respectivement C)) le sous-espace propre de f (respectivement le
sous-espace caractéristique de f) associé & X\. On note aussi &) (respectivement %)) le sous-espace
propre de I'y (respectivement le sous-espace caractéristique de I'y) associé a .

13.
14.

15.

16.

17.

Montrer que pour tout P € K[X], on a P(I'f)(g) = P(f) o g pour tout g € &.
Montrer que pour tout g € &, on a P(I'f)(g) = 0 si et seulement si Im(g) C ker(P(f)).

Soit M C E un sous-espace et Fy = {g € & | Im(g) C M}. Montrer que %), est un
sous-espace de & de dimension ndim M.

En déduire que pour tout A € K, on a dim &, = ndim E) et dim %) = ndim C).
Indication. Pour la deuriéme égalité, on pourra utiliser le fait que pour tous r € N et A € K,
on a ker(I'y — Aldg)" = Fur avec M = ker(f — Aldg)".

Montrer que f est diagonalisable si et seulement si I'y est diagonalisable. Montrer que dans ce
cas, on a det 'y = det(f)".

IIT — Formes linéaires sur Z(F)

Le but de cette partie est de déterminer 'ensemble &* = Z(E)* des formes linéaires sur 'espace
& = Z(E) des endomorphismes de E. Pour ¢ € E* et v € E, on définit Iapplication Uy,: & — K

par

18.

19.

20.

21.

22.

Uyu(g) = Lg(v), ge€&,
Montrer que ¥,, € &* pour tous £ € E* et v € E.

En utilisant les questions ?? et 7?7, montrer que pour tous ¥ € E*, v € Eet g € &, on a
Uy ,(g) = tr(Ly(Pry)) = tr(g o @py) = tr(Ppy 0 g)

Soient § = (eq,...,€e,) une base de E et 8* = (e},...,er) sa base duale. Montrer que la famille
de &* est la base duale de la base (<I> x ) de &.

\Ije* e~) . er.e; .
( i1/ 1<i,5<n 177/ 1<4,5<n

Déduire des deux questions précédentes que pour toute forme linéaire ¥ € &*, il existe f € &
tel que pour tout g € &, on a

VU(g) =tr(fog).

En déduire que l'application T: & — &* donnée par

T(f)(g) =tr(fog), fged,

est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.



