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CONTROLE CONTINU 1

Durée : 2h. Tous les documents et appareils électroniques sont interdits. La qualité de la rédaction
sera appréciée.

(QUESTION DE COURS
Soit K=R ou C, n > 1 un entier et £ = K".
1. Donner la définition d’un cycle dans &,,.
2. Donner la définition d’une forme n-linéaire alternée sur F.

3. Soit uw € L(FE). Donner la définition de “u est diagonalisable”.

EXERCICE 1

Soit n > 1 un entier. Décomposer les permutations suivantes en produit de cycles a supports disjoints,
et calculer leur signature.

1 1 2 e 2n—1 2n .9 1 23 --- n—2 n—1 n
‘\2n 2n—-1 .- 2 1)’ ‘\m 3 4 -~ n-=-1 2 1/°
EXERCICE 2

Le but de 'exercice est de montrer le résultat suivant.

Proposition (Inégalité de réarrangement). Soient n > 1 un entier et x1,..., 2Ty, Y1, .., Yn des réels
tels que
T <<z, et oy <o < Yy

Alors pour toute permutation o € &, \ {id}, on a Z TilYo(s) < Z Til;.
i=1 i=1

1. Montrer la proposition pour n = 2.
Indication. On pourra considérer le produit (zo — x1)(Y2 — y1)-

2. On suppose a présent n > 1 quelconque et on se donne o € &, \ {id}.

a. Montrer que le nombre d’inversions N, de o est strictement positif.
Indication. On pourra remarquer que si Ny =0 alors o(1) < --- < a(n).

On fixe a présent i < j tels que la paire (i, j) est inversée par o, c’est-a-dire que o (i) > o(j).
On note 7 la permutation 7 = (o(i) o(j)), et on pose p = T0.

b. Montrer que x,y,x) = TrYok) pour tout k # 1, j.



c. En utilisant la question 77, montrer que

TilYp(i) + TiYp(s) = TilYo(i) T TjYo(j)-

Déduire des deux questions précédentes que Z TrYp(k) > Z TkYo(k)
k=1 k=1
d. Conclure.

EXERCICE 3

Soit n > 1. On se donne Aq,...,\, € K deux a deux distincts. On rappelle que
1 ... 1
det(V(A, ... A) = J[ v=X) ot V(... \) =

1<i<j<n PV An—t

1. Montrer que le déterminant d’une matrice a coefficients entiers est un nombre entier.

2. Soient F,..., P,_1 € K[X] des polynomes unitaires, avec deg P,, = m, qu’on écrit
P, = Zam,kafl—ka, m=20,....,n—1.
k=1

On note A € M,,(K) la matrice dont le coefficient en place (i, j) est Pi_1(\;).

a. Montrer que

1 0 0
Py(\) - P\
: : ai 1
A= : : = D . V(L. M)
Pn—l()\l) Ce Pn—l()\n) : . .. 0
Ap—1,1 Ap—1.n—1 1

b. En déduire la valeur de det(A).

3. Onpose Hy=1et Hy, = 5X(X —1)--- (X —m+1) pour tout m = 1,...,n—1. En utilisant
la question précédente, montrer que

det(A):( H (A=) ) (Hm‘)

ou A € M, (K) la matrice dont le coefficient en place (i, j) est H;_1(\;).

4. On admet que H,,(Z) C Z pour tout m = 0,...,n — 1. Montrer en utilisant la question 1. et

la question précédente que pour tous entiers relatifs k; < --- < k, on a
k; — k;
I ““hea
1<icjen J T

5. (Hors bareme) Montrer que H,,(Z) C Z.



