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Examen

Tous les documents et appareils électroniques sont interdits. La qualité de la rédaction sera appréciée.
Le barème est donné à titre indicatif.

Questions de cours (5 points)

Soit K = R ou C. Soient E un espace vectoriel sur K de dimension finie n > 1, u ∈ L(E) et
β = (e1, . . . , en) une base de E.

1. Définir l’espace dual E? de E et la base duale β? de β.

2. Donner la définition de “u est diagonalisable”.

Exercice I (6 points)

Soit E = R2[X] l’espace des polynômes à coefficients réels de degré inférieur ou égal à 2. Soient
a, b, c ∈ R deux à deux distincts. On note

Pa =
(X − b)(X − c)
(a− b)(a− c)

, Pb =
(X − a)(X − c)
(b− a)(b− c)

et Pc =
(X − a)(X − b)
(c− a)(c− b)

.

1. Montrer que ρ = (Pa, Pb, Pc) est une base de E.

Pour tout x ∈ R on note evx : E → R l’application définie par evx(P ) = P (x).

2. Montrer que evx ∈ E∗ pour tout x ∈ R et que la base duale de ρ est donnée par ρ∗ =
(eva, evb, evc).

3. Montrer que Φ : E → R3, P 7→ (P (a), P (b), P (c)), est un isomorphisme.

4. Soient P ∈ E et α, β, γ ∈ R. Montrer que

P (a) = α, P (b) = β et P (c) = γ ⇐⇒ P = αPa + βPb + γPc.

5. Déterminer un polynôme P dans R2[X] tel que

P (−1) = 1, P (0) = 4 et P (1) = 2.

Exercice II (6 points)

Dans toute la suite, on se donne A ∈Mn(C) une matrice.

1. Montrer qu’il existe P ∈ GLn(C) et λ1, . . . , λn ∈ C tels que B = P−1AP est de la formeλ1 ?
. . .

0 λn

 .
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2. Montrer que si A est nilpotente, alors tr(Ak) = 0 pour tout 1 6 k 6 n.

3. On suppose dans cette question que tr(Ak) = 0 pour tout 1 6 k 6 n. On veut montrer que
λ1 = · · · = λn = 0. On raisonne par l’absurde et on suppose que l’ensemble {µ1, . . . , µr} des
éléments diagonaux non nuls de B est non vide, où les µj sont deux à deux distincts. Pour
1 6 s 6 r on note ms ∈ N∗ la multiplicité de µs, c’est-à-dire

ms = card{1 6 k 6 n : λk = µs}.

a) Montrer que pour tout 1 6 k 6 n, on a

r∑
s=1

msµ
k
s = 0.

b) On admet que la matrice

V (µ1, . . . , µr) =

µ1 · · · µr
...

...
µr
1 · · · µr

r


est inversible. Montrer que m1 = · · · = mr = 0 et en déduire une contradiction.

Indication. On pourra calculer V (µ1, . . . , µr)

m1
...
mr

.

c) En déduire que λ1 = · · · = λn = 0 et conclure.

Exercice III (6 points)

Dans toute la suite on pose A =

1 1 1
0 1 1
0 0 2

 .

1. Calculer les valeurs propres de A.

2. Déterminer les sous-espaces caractéristiques de A et des bases pour ces sous-espaces.

3. Déterminer la décomposition de Dunford de A.

4. Calculer Ak pour k ∈ N.

? ? ?
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